i . o e

- LA VISION
MOLECULAR

DE LA
MATERIA

del 12 al 30 de agosto de 1996

Lo

FACULTAD DE
CIENCIAS

INSTITUTO
DE FISICA
UNAM




MEMORIAS DE :
LA V ESCUELA DE VERANO EN FiSICA

“La vision
- molecular
de la materia”

Cuernavaca, Mor, del 12 al 30 de agosto de 1996.




UNA ECUACION DE ESTADO SIMPLE PARA UN FLUIDO DE
DISCOS DUROS

M. Lépez de Haro
Laboratorio de Energia Solar, I.I.M. - UN.A.M.
Apdo. Postal 34, Temixco, Mor. 62580, México

A. Santos y S. Bravo Yuste
Departamento de Fisica
Universidad de Extremadura
E-06071 Badajoz, Espana

RESUMEN

Se esbozan las ideas generales que llevaron a proponer una nueva ecuacién de
estado para un fluido de discos duros que, ademds de tener una forma sencilla,
resulté ser bastante precisa. Adicionalmente, se propone una utilizacién didactica
de la misma que bien podria complementar ejercicios como los que se proponen
en libros de texto de Mecanica Estadistica.
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1. Introduccién

Una impresion generalizada relativa a los cursos de nivel introductoric
Estadistica es que, salvo para el caso de sistemas ideales, encontrar a
resultados interesantes es muy dificil y por lo tanto no es raro que I
consideren (erréneamente) que esta poderosa herramienta tedrica 1
dad practica. Sin embargo, si uno profundiza en el desarrollo his
disciplina, descubre que cientificos de la talla de van der Waals,

Rayleigh combinaron con éxito (jy con suerte a veces!) su intuic
datos experimentales existentes y el uso de matematicas relativar
para producir modelos sencillos que capturan los elementos esencials
reales {1]. En esta nota, dentro del marco de la V Escuela de Ver
“La Visién Molecular de la Materia”, el objetivo es tratar de popula
plo mas en el que es posible deducir analiticamente resultados que
son sencillos también son bastante precisos. Adicionalmente, se

c6mo un trabajo 2], que surgié originalmente como producto de ur
investigacion, puede tener una aplicacién didctica inmediata.

El sistema que estudiaremos es un fluido de discos duros. Este
modelo mds simple que exhibe los fenémenos estructurales més im
ocwzren en los sistemas fluidos densos reales y, por ello, es frecuenternr
como sistema de referencia en la aplicacién de la teoria de pertur
liquidos. Por otra parte, desde una perspectiva histérica, cabe senala
los primeros célculos que se hicieron con computadoras electrénicas ¢
fueron para obtener la presién de 224 discos duros moviéndose sobre
plana. En'cuanto a nuestros propdsitos, el problema que desea
es el de encontrar la ecuacién de estado de un fluido de discos
senalarse que, a pesar de tratarse de un modelo simple, no ha sid
posible encontrar la solucién exacta a este problema, aunque por
sido objeto de numerosisimos estudios. En este sentido, nuestra m¢
hacer una nueva propuesta al respecto radica en la reciente evaluaci
del octavo coeficiente del virial [3] y el andlisis subsecuente [4] res
de convergencia de la serie del virial para la ecuacién de estado.
mentos fue ficil retomar propuestas hechas en el pasado por otros :
ellos Boltzmann!) para fluidos de esferas duras y adaptarlas a nue
resultados ciertamente satisfactorios.



2. Ecuaciones de estado para un fluido de discos duros

La serie del virial, introducida originalmente por Kamerlingh Onnes [5] como una
representacién matematica de datos experimentales y después deducida rigurosa-
mente en la Mecdnica Estadistica, es un desarrollo en serie de potencias de la
densidad que nos indica la desviacién-del comportamiento de un fluido respecto
al de un gas ideal. Este desarrollo se puede expresar como
z=-2F =1+ Bep+Bsp? +Byp®+ -+, (2.1)
pkBT

donde p es la presién y p la densidad del fluido, .5 es la constante de Boltzmann

y los diversos coeficientes del virial B; (i = 2,3,...), que en principio pueden .

depender de la temperatura, estan relacionados con el potencial de interaccién in-
termolecular a través de férmulas mecénico-estadisticas exactas [6]. No obstante,
la evaluacién explicita més alls de B; o B,, aun en el caso de potenciales simples,
es extremadamente laboriosa y desde luego requiere de calculo numérico. Baste
senalar que transcurrieron algo mas de 25 afios entre la obtencién de B; y Bg para
esferas duras y discos duros y que el incremento en tiempo de maquina y mimero
de operaciones indican que el cilculo del siguiente coeficiente resulta a todas luces
prohibitivo y probablemente no demasiado qitil.

Como alternativa a este tipo de calculos se han formulado muchisimas propues-
tas que tratan de incorporar la informacién disponible para construir ecuaciones
de estado de fluidos. En el caso particular de discos duros, para el que existen eva-
luaciones muy precisas de Z (7] mediante el método de Monte Carlo (que juegan el
papel de “datos experimentales”), podemos dividir las propuestas esencialmente
en dos categorias. Por un lado, las que denominaremos “simples”, en las que en
principio se sacrifica precisién a cambio de incluir poca informacién en su cons-
truccidn; por el otro, las que llamaremos “complejas” y cuya finalidad es ser muy
precisas. Entre las primeras, las tres siguientes pueden ser representativas:

1. La de la teoria de escalamiento de particulas (“scaled particle theory”)‘ (8):

_ 1
Q-n3?’
donde en lugar de la densidad se ha utilizado la llamada fraccién de empa-
quetamiento 7 = ’z'paz, siendo o el didmetro de los discos.

(2.2)

2. La de Henderson [9]:
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1+ ayn?

(1—mn?"’

siendo ay = b3 —3 = % — "—;@ =~ 0.1280 y donde hemos in
coeficientes del virial reducidos b; = B;/(B2/2)""! (i = 2,3,...

3. La de Andrews [10}:

7Z =

3n 1
- ~ ZIn(1 - 1)
(L—n/m)(1 —aan) n
1 —_
_3m ln(l aan) + 33 /M0

(L—aam)n L—aan’

con ay = 3(b3 —%) —npt=3- 4—;@ ~ 0.2047, siendo g = &
" fraccién de empaquetamiento en el estado cristalino.
. -~

" En cuanto. a las “complejas”, como ilustracién elegimos cuatro ¢

4. La de Baram y Luban [11]:

L
1—n/m0
donde C = 1]6‘(6[757]0 - 5b5) y D= 30’!]3([757]0 - b5)
5. La de Woodcock [12]:

1+ 3n/m0 i
Z=———" T—n/m +§(b —4)( ) .

7

lﬂ(l /) +2; ( nn;ﬁ‘"-— C+ %) (—

7

6. El aproximante de Levin [7]:

con gn =.(_1)n ( 2 ) (1 - n/6)5 bﬁ/bﬁ—.n Ypn= m);ﬂ L -



7. El aproximante de Padé [4):

3
2 "
z=22__ (2.8)
2 Sal
- n=0
donde los coeficientes numéricos se calculan de tal forma que esta ecuacién
reproduzca exactamente los valores de los coeficientes del virial reducidos
hasta bg.

Finalmente, nuestra propuesta [2] intenta incorporar tanto el comportamiento
a bajas como a altas densidades. Para ello, nuestra ecuacién de estado toma la
forma de un aproximante generalizado (de dos puntos) de Padé que reproduce el
segundo coeficiente del virial (comportamiento a bajas densidades) y al mismo
tiempo da una divergencia de la presién cuando la densidad se aproxima a la del
maximo empaquetamiento cristalino (comportamiento a altas densidades). Asi,
la ecuacién de estado tiene una forma muy simple:

250 —1 ,\ "
Z= (1 _on+ _’7%77_.7,2) , (2.9)
0

y es unicamente mas complicada que la de la teoria de escalamiento de particulas.
Como “méritos” innegables de esta nueva ecuacién podemos mencionar que pro-
porciona una buena estimacién de los valores de b3 a bg (incluso mejor que algunas
de las complejas) y que al comparar con los datos de simulacién de Erpenbeck
y Luban (7] el error maximo que se encuentra es menor al 2% en todo el inter-
valo de densidades. Ademas, al tener una representacion analitica tan sencilla, es
casi inmediato el calcular propiedades termodindmicas como la energia libre o el
coeficiente de actividad, las cuales tienen aplicacion, por ejemplo, en problemas
de cinética de absorcién. El lector interesado puede consultar los detalles en la
referencia [2].

3. Una aplicacién didactica
Suponiendo que la energia potencial en un fluido es aditiva por pares, que el
potencial intermolecular u(r) depende tnicamente de la separacién de las dos

moléculas y que su valor se va rapidamente a cero en unos cuantos diimetros
moleculares (lo que son hipétesis bastante razonables), el segundo coeficiente del
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virial B3(T), que da la primera correccién al comportamiento del fluid:
ideal y cuyo conocimiento es suficiente para describir al sistema a bajas ¢
estd dado en general por [6]

By(T) = —% / dr [P0 1]

siendo 8 = (kgT)™", r el vector de posicién y 7 = |r|. En el caso de di
la energia potencial entre un par de particulas i y j tiene la forma

_ 0, r; <o,

u(ri;) = { 0, r>o,
donde % = (z; — ;)* + (y; — y;)* siendo (,,y,) las coordenadas cart
centro del disco s. En este caso, el calculo del segundo coeficiente d
sencillo, siendo el resultado

N ~ 32 = goz .

Un célculo de este estilo podria facilmente incluirse, por ejemplo, para c
tar el enunciado del problema 7.13 del libro de texto de Chandler [13).
con este libro de texto, en el problema 7.24 del mismo se hace refe
estructura de un sélido de discos duros y se pregunta por el valor de |
de maximo empaquetamiento. Esta se puede obtener si se calcula la
empaquetamiento méaximo 7, para lo cual lo tinico que hace falta sz
los discos duros al empaquetarse pueden formar arreglos triangulares,
o hexagonales. El valor de 79 que ya hemos dado arriba y que, como |
probarse, corresponde al arreglo hexagonal, se encuentra facilmente ca
cociente entre el drea de un disco de radio o y el drea del hexdgono de
que lo circunscribe. ‘

Una vez obtenidos Bj y 7, que contienen la informacién del comp
del fluido a bajas densidades y la del sélido cristalino (limite de alta
resulta natural plantear el problema de construir una ecuacién de esta
fluido de discos duros contando tnicamente con esta informacién. I
una parte, a la tradicién que tiene este tipo de enfoques en teoria de
por otra, al hecho de que con el mismo resulta muy fécil incluir una
en la presién para una densidad dada, la eleccion l6gica es considerar
de dos polinomios en 7. Las dos posibilidades m4s simples son la Ec.



7 1+(2-1/m)n

l-n/m
El criterio para discernir cudl de estas posibilidades es mejor puede basarse en
una comparacién, bien entre las predicciones de cada una para los valores de los
coeficientes del virial conocidos (a partir del tercero) o bien con los datos de si-
mulacién de Erpenbeck y Luban [7] para Z. En cuanto a la primera posibilidad,
examinando las estimaciones para b3 obtenidas del desarrollo en serie de Taylor,
resulta clara la superioridad de la Ec. (2.9) sobre la Ec. (3.4), ya que b3 ~ 3.011
para la primera mientras que b3 ~ 2.205 para la segunda, siendo el resultado e-
xacto by = 4(3 — 3?) = 3.128. Por lo que se refiere a la segunda posibilidad, en
el problema 7.34 del mismo libro de Chandler [13] se pide comparar los resulta-
dos de un cdlculo de Monte Carlo, cuyo cédigo computacional se proporciona en
un apéndice (jojo, los datos del ejemplo omiten el punto decimal en la primera
columna!), con aquéllos mucho mis precisos (obtenidos también de célculos de
Monte Carlo) de Erpenbeck y Luban [7]. Desde la perspectiva de nuestra pro-
puesta para la ecuacién de estado, y utilizando el resultado del problema 7.33
de dicho libro [13], el ejercicio anterior se podria enriquecer si tanto los valores
de Z como el valor de la funcién de distribucién radial en contacto (g(c*) enla
notacién usual) para discos duros obtenidos a partir de la Ec. (2.9) se incluyeran
en dicha comparacién. Como ya hemos sefialado en la seccién anterior, dicha
comparacidn indicara que el error que se comete al usar la Ec. (2.9) en el cdlculo

de Z es siempre menor al 2%. Algo similar ocurre con los valores de g(c*) en el
intervalo de densidades considerado.

(3.4)
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