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Relacion 5 Origenes de la Fisica atomica

Problema 5.1

Determinar la energia y longitud de onda del foton correspondiente a la primera y tltima
linea de las series de Lyman, Balmer, Paschen y Brackett del atomo de hidrégeno.

La longitud de onda del foton emitido cuando un electréon pasa de un nivel ny a un nivel ng

verifica . . .
=Ry = - = 1
v (G ) W

donde Ry = 1.096776-107 m~! es la constante de Rydberg. De acuerdo con (1), la minima
longitud de onda en una serie corresponde a ny — oo, mientras que la menor longitud corresponde
ang =n1+ 1.

La serie de Lyman corresponde a transiciones hasta el nivel n; = 1. En esta serie, la mayor
longitud de onda corresponde a ny = 2. Entonces, para la serie de Lyman,

1
e
' 1 1\ 3
esto es,
ALyman _ g1 18 nm
y

aAbyman _ 491 57 nm

max

La serie de Balmer corresponde a transiciones al nivel n; = 2, de manera que la maxima
longitud de onda corresponde a ne = 3. Las longitudes de onda minima y méxima verifican
entonces

1 1

—— =Ry
Balmer
)‘min 4

1 1 1 )
——— =Rpy(--=)=—R
Abalmer H<4 9> 36"

de manera que

\Balmer _ 364 71 11y

min

A\Balmer _ 656 47 nm

max

Para la serie de Paschen es ny = 3. Entonces

1 1
)\Elaiichen = §RH

1 11 7
Nascion — 1H <9 - 16) =l

de manera que

A\Paschen _ g9() 59 nm

min
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\Paschen _ 1975 63 nm

max

Finalmente, la serie de Brackett corresponde a ni; = 4. En esta serie,

1 1
)\gﬁ,fgckett = ERH

1 1 1 9
)\Br’ackett - RH (16 B 25> - MRH’

max

de manera que

\Brackett _ 1458 89 nm

min

\Brackett _ 4059 98 nm

max

Problema 5.2

Utilizando el modelo de Bohr, calcular, para el atomo de hidrégeno en su estado fun-
damental, la velocidad orbital y la energia cinética del electron y la energia potencial
electrostéatica del atomo.

En el modelo de Bohr, la velocidad de un electrén en el nivel n-ésimo estéd dada por

Ze* 1
Vp = K——— 2
" h n’ (2)
donde k es la constante de Coulomb, e es la carga del electron, h es la constante de Planck
reducida y Z = 1 para el atomo de hidrogeno. En nuestro caso, en el estado fundamental n = 1

es

62

v = ko =219 105 m/s

v la energia cinética, por tanto, es

1
K = imevf =218-10718 J=13.6 &V

Por otro lado, el radio de la n-ésima orbita esta dado por

—n, (3)

Ty =

de manera que la energia potencial electrostatica del atomo de hidrégeno es

Ze? Z%% 1 mZ2%e* 1
Ey,p=—k—=—K — =Ky,
n apg n s n

esto es, numéricamente,

Epp=—436-10"1%J =272V
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Problema 5.3

7

Un atomo de hidroégeno se encuentra en su primer estado excitado. Utilizando el modelo
atéomico de Bohr, calcular

a) el radio de la érbita del electron;
b) su momento lineal y su momento angular;

¢) las energias cinética, potencial y total.

a) Teniendo en cuenta la expresion (3), para el primer estado excitado (n = 2) se tiene

4
rg=— =212 A

ao

b) La velocidad del electron en el primer estado excitado esta dada por (2) con n = 2, de
manera que el momento lineal en ese estado es

2

P2 = muy = m% = 9.96 - 102 kg-m/s, (4)

mientras que el momento angular, por hipétesis del modelo de Bohr, es

Ly=2h=211-10% Js|

¢) La energia cinética del sistema se puede calcular a partir de (4) como

2
Ko= 22 —545.10719 J =34 eV,
2me

mientras que la energia total del segundo estado excitado es

e2=—p =34V

Teniendo en cuenta finalmente que las energias potencial y cinética estan relacionadas, en
un potencial central, como

resulta finalmente

Epy = —2K = 6.8 eV

Problema 5.4

Un atomo de hidrégeno en su quinto estado excitado emite un fotén de longitud de onda
1090 nm. Calcular el momento angular méaximo que puede tener el electrén tras la emision.
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Cuando el electrén, que inicialmente se encuentra en un estado excitado de niimero cuantico
principal n; > 1, se desexcita emitiendo un fotén, la energia de este se relaciona con la de los
estados inicial y final del electréon como

€ — €f = Efoton,

esto es, en el atomo de hidrogeno,

E E 1 1 hc
—71+71*E1 (2_2>_
n' nf nf n;

(2 (2
donde ny es el nimero cuantico principal del estado al que se desexcita el electron, A es la
longitud de onda del fotén emitido, h es la constante de Planck y ¢ es la velocidad de la luz en

el vacfo. De aqui,
1 hc

1
- ==+ —,
nfc n2  \E;

(2

(1 n he \ Y2

Sustituyendo valores numeéricos, teniendo en cuenta que el quinto estado excitado tiene n; = 6,
resulta

esto es

ny =3,

de manera que el electron decae al segundo estado excitado al emitir el fotén de esa longitud de
onda. En tal caso, el maximo valor permitido para el nimero cuantico orbital £ es 2, de manera
que el momento angular maximo que puede tener el electrén en ese estado, en modulo, es

Lméxy =\ E(g + 1)h =

Numéricamente,

|Limax| = 2.58 -1073% J.s = 1.61-1071° eV's

Problema 5.5

Demostrar que el nimero de estados en el atomo de hidrégeno para un valor dado del
nimero cuantico principal n es 2n2.

Para un valor dado del niimero cuantico principal n, los valores de £ posibles estan compren-
didos entre 0 y n — 1 de uno en uno. Para cada uno de estos valores de ¢, son posibles 2¢ + 1
estados, correspondientes a los valores posibles de my. Teniendo en cuenta, ademés, que para
valor del par £, my son posibles dos estados de espin, correspondientes a los valores permitidos
de myg, el nimero de estados compatible con un valor dado de n estéd dado por la cantidad

n—

1 n—1
S=) 220+1)=2) (20+1), (5)
=0 =0

que es una serie aritmética de término general

CLg:Qf—f-l
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La suma de N términos de una serie aritmética estd dada por

N
a1 +a
n=1

y, antes de poder utilizar (6) en (5), debemos hacer que el primer término de la serie corresponda
al término a;. Para ello, definamos p = ¢+ 1, de modo que ¢ = 0 correspondeap=1yf=n—1
corresponde a p = n. La serie (5) se escribe entonces como

n n
S=2) Rp-1)+1=2) (2p-1),
p=1 p=1
donde ahora el término general es
by =2p—1
Utilizando (6), la expresion (5) da entonces
by + by | =n(l+2n—1)=2n2
—~—

mn
2\~~~
1 2n—1

como querfamos demostrar.

Problema 5.6

7~

Para el estado fundamental del 4&tomo de hidrégeno,

a) demostrar que la funcién de onda estd normalizada;

3
b) calcular la probabilidad de encontrar al electréon entre r; = % y Ty = %;

c¢) calcular la distancia mas probable entre el electron y el niicleo atémico.

La funciéon de onda del estado fundamental del &tomo de hidrégeno es

6—r/a0

Y1s(r) =

)

—_
oW

ma,
donde ag es el radio de Bohr.

a) La funcion de onda esté normalizada si verifica

27 T 0
/les(r)Pdfz/o /0/0 [1s(r)|?r2 cos O dr df do = 1 (7)

En este caso, como la funcién de onda no depende de las variables angulares, la integraciéon
en 6 y ¢ se realiza trivialmente, y (7) se escribe

[e.e] 4 o)
[ ar = 5 [T e iod < ®)

0

Calculemos entonces la integral que aparece en (8). Integrando por partes, resulta

o
/ r2e=2r/a0 g —
0
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u =12 du = 2rdr

ag o _or 0 > 72r/a0d
= o — o—2r/a0 gy U:—a—;e*ZT/QO _QM?’—FGO/{) re pa—

u=r du = dr

- 00,0 ao 9
_ “o —2r/ag 3,. _
Al dy = e~ 2r/a0gy 4= _%6—27’/% W / dr =

_ 9 (<20 em2rron)| i
2 2 0 4’

de modo que, sustituyendo en (8), resulta que la funciéon de onda del estado fundamental
del atomo de hidrégeno esté efectivamente normalizada.

b) La probabilidad de encontrar a un electrén en un elemento de volumen di* centrado en el
punto 7 esta dada por

AP(F) = [t1.(r) [2dF
o bien, teniendo en cuenta que esta probabilidad no depende de las variables angulares,

dP(r) = dx[ips(r) Pridr (9)

La probabilidad de encontrar al electréon en un cierto intervalo de distancias se calcula
entonces integrando (9) al intervalo en cuestion. Es decir,

T2 4 T2
P(ri<r<ry) = 477/ 15 (r)|r? dr = 3/ r2e=2r/a gy (10)
g Jry

T1

La integral que aparece en (10) se calcula nuevamente por partes:

/7‘26_2T/a0 —

u=r? du = 2rdr ao ) y
_ _ 0.2 —2r/ag —2r/ag _
B dv = 6_2T/a'0d7‘ v = —@6_27‘/‘10 2 re + ao/re dr=
2
_ u=r du = dr _ _@Tge_gr/ao + ag (_@) re=2r/aoy
dv = e 2/0dy =20 e=2r/ac 2 2
2
+a7(2) e /a0 gy — _ (90,2 + T+ aj e=2r/a0 — 90 (2 + agr + aj e~ 2r/ao
2 2 4 2 T
_me—Qr/aO
Entonces, teniendo en cuenta que r| = “2—0 y ro = &%, resulta

T2

T2 2
ap aQ, _
’I” e —2rfag _ _ ?"2 + agr + 0 e 2r/ao
. 2 2
1

5a3 17
-5 <1 - 56_2> ’

que, sustituida en (10), da el resultado que pide el problema:

5 17
Pri<r<ry) = 56_1 <1 — 56_2> =0.496 ~ 0.5
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¢) La densidad de probabilidad de que un electron se encuentre a una distancia r del nicleo
estd dada por la funcion de distribucion radial,
2 2 4 2 —2r/ag
P(r) = 4mr-|is(r)| =gre )
0

y esta funcion tiene un méaximo a una distancia 7 que verifica

dP(r)

| =0 (11)

T

En nuestro caso, la condiciéon (11) equivale a

cuyas soluciones son

Para identificar cuél de estas soluciones corresponde a un méximo de probabilidad, debemos
calcular la segunda derivada de la funcién de distribucién radial:

SO S (A2
dr? a3 ap  ad ’

y es facil verificar que

d?P(r) 8
5|, "

de manera que la probabilidad de encontrar al electrén es minima en r; = 0. Por otra

parte,
d?pP 8
(T) = —736_2 < 0,
dr? v ag

asi que la maxima probabilidad de encontrar al electrén se da en ro = ayp.

Problema 5.7

7

Para un electrén en el estado 2p del atomo de hidrégeno, determinar la distancia més
probable entre el electrén y el nicleo.

Las funciones de onda de los estados 2p del a&tomo de hidroégeno son las siguientes:

! i sin fe'®e—"/2a0

Vs = g a

1 r
Yapo(r) = —=—==—cosbe
b ) \/327‘(‘(1% ao

Por otra parte, como sabemos, la probabilidad de que un electrén se encuentre a una cierta dis-
tancia radial del niicleo esta dada por la funcién de distribuciéon radial, que se calcula eliminando
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las componentes angulares de la probabilidad de presencia. En nuestro caso, para los estados
2p+1, esta densidad de probabilidad radial es

21 T 1 27 T
Py, 11(r) = r? / / [thap +1(r, 0, 90)\2 sinfdfd¢ = ol 57“46_7"/“0 / / sin®0dfdy =
0 0 Tag 0 0

1 r 4 2m T
- — ) /a0 / de / sin® 0 d6
6471'&0 ap 0 0

La integral en ¢ de (12) se calcula trivialmente:

2
/ dp =27
0
Por otra parte, la integral en 6 es

/sin39d9:/ (1 — cos?6)sinH df
0 0

o bien, introduciendo el cambio de variable x = cos#,

(12)

-1 1 .CCS 1 4
/ (1—x2) (—dx):/ (1—x2)dx: <:U—> = -
1 —1 3/, 3
En definitiva, la ecuacion (12) queda, tras simplificar,
Py, 11(r) = 1 r ! e~ T/ao (13)
P, 24a9 \ ag

Anélogamente, para el estado 2py,

2 ™
Popo(r) =r? / / [tap0(r, 0, p)|[*sin 6 dO dp =
o Jo

1 r 4 ror T
= — / dnp/ cos? 6 sin 6 do
32map \ao/) Jo 0

donde ahora, usando de nuevo el cambio de variable x = cos 6,

T 1
/ cos® sin@d@z/ x2dx:2,
0 -1 3

de manera que (14) queda finalmente

1 r 4 _
P2p70(7~) = Sia (a0> e—T/a0 (15)

Segun (13) y (15), las densidades de probabilidad radial para los estados 2p son independientes
del valor de my y ambas tienen, por tanto, los mismos méximos y minimos. Para calcular estos
extremos, hagamos de nuevo

(14)

dPQP(T') -0
dr |, 7
que lleva a
1 /7\° P\
1 <> <4 _ ) e~Tla _ (16)
ag ag ag
Las soluciones de (16) son
=0

que corresponde a un minimo de probabilidad (como se comprueba sin mas que calcular la
derivada segunda de la funcion de distribucion radial), y

que corresponde al maximo de probabilidad que pide el problema.
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Problema 5.8

7

La funcién de probabilidad radial de un dtomo hidrogenoide (esto es, un &tomo con niamero
atomico Z y un solo electron) en su estado fundamental se puede escribir como

P(,,,) — CT2672ZT/a0 7

donde C es una constante y ag es el radio de Bohr. Demostrar que P(r) tiene su valor
maximo para

Tmax =

N|E

El méaximo de la funcién P(r) se alcanza para las distancias 7 que verifican las condiciones

dﬁy) =0 (17)
diﬁgr) <0 (18)

En nuestro caso, (17) lleva a

cuyas soluciones son

r1=20
y
aop
T9g = —
S/

La derivada segunda de la funciéon P(r), por otra parte, es

2 2
d=P(r) — 9(Ce—2Zr/ao (1 _ % + 22r ) ,

dr? ao a?

de modo que

dQP(r)
=2
32 . C>0
' d?P(r)
r
——%| =-20e?*<0
2 . e <

. - . . A )
Segin esto, la solucion 71 = 0 corresponde a un minimo de probabilidad, y la solucion 7o = 7

corresponde a un maximo, como queriamos demostrar.

Problema 5.9

~

Escribir los niimeros cuénticos compatibles con las capas electronicas K, L, y M.

La capa K corresponde al valor n = 1 del ntiimero cuéntico principal. Este valor solo es
compatible con £ = 0 que, a su vez, solo es compatible con my, = 0. Los ntimeros cuanticos
(n,€,myg, s, ms) de los electrones en la capa K son, por tanto,

11 11
1,0,0,=, = 1,0,0,=,—=
<707O7272> y ( 7070727 2>7
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de modo que esta capa solo puede albergar dos electrones.
La capa L corresponde a n = 2, que es compatible con £ = 1 y £ = 0. Los valores de

my compatibles con un ¢ dado estan comprendidos entre —¢ y £, de uno en uno. Los ntmeros

cuanticos de los electrones en la capa L son entonces

(=0 = 20011 2001 L
= RN Yy g Ty

11 11 11
2717177)7 ) 27170)7)7 ) 271)_17777
2°2 2°2 2°2
1 1 1 1 1 1
27171777_7 9 25150377_7 y 2717_1577_7 )
27 2 27 2 27 2

de manera que en la capa L puede haber ocho electrones.

La capa M corresponde a n = 3, para la que £ puede tomar los valores £ =0, { =1y { = 2.

Los ntimeros cuanticos compatibles son entonces

11 I 1
=0 = (3,0,0,2,2> y <37070727_2>

31111 31011 3,1 111
7772727 7772727 b ’272

=1 —

=1
1 1 1 1 1 1
1,1, -, —= 1,0, =, —= 1L—1,-,—=
<37 ; a27 2)7 (37 70727 2) y <37 3 727 2)7
11 11 11 11 11
(372727272>7 (372717272>7 <372707272>7 <3727_17272)7 <3727 _27272>
(=2 —

1

1 1 1 1 1 1 1 1
<3727272a_2)7 <3727172a_2>7 <3727O727_2>7 (3727_1727_2> y (3727 _2757_7

Problema 5.10

Determinar el valor minimo del dngulo 8 que forman el momento angular orbital L y el

eje OZ para

Consideremos un electrén con ntiimero cuantico orbital £. Como sabemos, este nimero cuan-

tiza el médulo del momento angular orbital del electréon como

L=+ )h

La direccién del momento angular, por otro lado, estd cuantizada por el nimero cuéntico
magnético my, de forma que la componente segtn el eje OZ del momento angular esta dada por

L, =myh
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Segtin esto, para un valor de ¢ dado (esto es, fijo el moédulo . III_:IZ G
| = +

del vector E), solo son posibles ciertas orientaciones de ese vector, i
correspondiente a los 2¢ + 1 valores posibles de my; esta situacion se
representa en la figura de la derecha para £ = 2. Segin esta figura, ‘ Lo~

el angulo que forma el momento angular con el eje OZ verifica '

0 | ‘
L, myh ! i
cosl = — = ———, ! .
L VAL + 1) 7 TP N 9
y su valor minimo corresponde al maximo valor de my, esto es, -21:3 _________

my = £. En definitiva

Omin = arccos

00+ 1)

a) Para £ =1, el angulo minimo es

1
Omin (¢ = 1) = arccos — = 45°

V2

b) Para ¢ = 4 es ahora

4
Omin(f = 4) = arccos —— = 26.56°
( ) %0

¢) Finalmente, para ¢ = 50 se tiene

= 8.08°

Omin (¢ = 50) = arc cos

50
V2550

Como vemos, el dngulo minimo que forma el momento angular con el eje OZ disminuye al
aumentar el valor de £. En el limite clésico, £ — oo, el &ngulo minimo es cero grados.

Problema 5.11

7

Escribir las configuraciones electrénicas de los &tomos con niimeros atémicos entre Z = 11
y Z =19.

Para Z =11 (4tomo de sodio), los primeros dos electrones se sitiian en la capa K, con n = 1;
la capa L, por su parte, puede albergar a ocho electrones, correspondientes a £ =0y £ = 1 con
n = 2. Kl electron adicional se sittia en el nivel 3s. la configuraciéon electronica del dtomo con
Z =1 es entonces

152252p83st,
que se suele escribir como
[Ne|3s!,

porque la configuracion electrénica del neén es 1522s%p® y corresponde a una capa electrénica,
la capa K, completamente llena.

El 4tomo con Z = 12 (magnesio) tiene un electron mas que el Z = 11, que puede ser también
alojado en la subcapa 3s, de manera que la configuracién electrénica del magnesio es

[Ne|3s?
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El 4tomo con Z = 13 (aluminio) tiene un electron més que el magnesio, pero este electron
no puede alojarse en el estado 3s, que ya tiene dos electrones. El electréon adicional se sitiia en
una subcapa 3p, de manera que la configuracion electrénica del aluminio es

[Ne|3s%p

Esta subcapa 3p, de hecho, puede alojar seis electrones, de manera que las configuraciones
electronicas de los atomos con Z = 14 a Z = 18 (silicio, fosforo, azufre, cloro y argon, respecti-
vamente), son

[Ne|3s%p?

[Ne|3s?p?
[Ne|3s?p*
[Ne|3s2p®
[Ne|3s2p°

Para el atomo con Z = 19 (potasio), el electron adicional ya no puede encontrarse en la capa
M, sino que ocupa uno de los estados de la siguiente subcapa, la 4s. Su configuracion electrénica
es entonces
[Ne|3s?pt4st,

que se suele escribir como

[Ar]4st

Problema 5.12

7

Determinar el elemento de valencia z = 3 cuyo electron més externo se encuentra en el
estado 3p.

Si un atomo tiene valencia z = 3, entonces su iltima capa ocupada contiene tres electrones.
Segun el enunciado, esta capa es la capa M, puesto que la dltima subcapa ocupada es la 3p.
Entonces las capas K y L, con dos y ocho electrones, respectivamente, estidn completamente
ocupadas, y la capa M contiene tres electrones. En definitiva, el elemento en cuestiéon contiene
13 electrones (Z = 13), y se trata, por tanto, del aluminio.
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