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Relacion 4 Origenes de la Mecanica Cuantica

Problema 4.1

7

En la década de 1960, los astronomos detectaron una radiacién de cuerpo negro con un
pico de Wien a 1.06 mm, que aparentemente provenia de todos los puntos del espacio.
Esta radiacion cosmica de fondo de microondas es clave para comprender la evolucion
del Universo, porque constituye una prueba de la existencia del Big Bang. Calcular la
temperatura de la fuente de radiacion de fondo.

La temperatura a la que se encuentra un cuerpo negro y la longitud de onda a la que emite
el maximo de radiacién estan relacionadas a través de la ley de Wien:

C
)\méx = T
T

donde C' = 2.899 mm-K es una constante. En nuestro caso,

C

)\méx

T = =273 K

Problema 4.2

7

Un cuerpo negro a 800 K emite 450 W de potencia de radiacion. Calcular a qué tempera-
tura se duplica la potencia radiada.

Supongamos que, a una temperatura 7', el cuerpo negro emite una cierta potencia de radiacion
P,. Ambas cantidades estén relacionadas a través de la ley de Stefan-Boltzmann:

P, = g AT?,

donde 0 = 5.6703-10~8 W-m~2.-K~* es la constante de Stefan-Boltzmann, A es el area del objeto y
T su temperatura. La temperatura a la que se duplica la potencia de radiacién, que denotaremos
como T, verifica entonces

2P, = 20AT* = 0 AT 4,

de donde
T = V2T

T =9514 K

En nuestro caso, numéricamente,

Problema 4.3

’

El Sol se puede considerar un cuerpo negro esférico de 7-108 m de radio. La intensidad por
unidad de superficie de la radiacién solar que incide sobre la Tierra, que esta a 1.5-10' m
del Sol, es de 1.4-10> W/m?. Suponiendo que no existe atenuacién en el espacio, calcular
la temperatura y la densidad de radiacién en la superficie del Sol.
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La potencia emitida por un cuerpo negro se relaciona con su temperatura a través de la ley
de Stefan-Boltzmann:
P, = ec AT*,

donde e = 1 para un cuerpo negro, A es su area y o es la constante de Stefan-Boltzmann. Si
la radiaciéon que emite el Sol llega sin atenuacién a la superficie de la Tierra, la intensidad que
incide sobre ésta es

P. = 47rr2pr, (1)

donde r es la distancia de la Tierra al Sol y p, es la intensidad emitida por unidad de area. La
temperatura a la que se encuentra la superficie del Sol es entonces

T P, 1/4_ 47r7“2p7« 1/4
- \ecd a 047ngD ’

donde R es el radio del Sol. Numéricamente,

T =5802 K

Por otra parte, si suponemos que la radiaciéon emitida por el Sol no se atenta en el espacio,
la intensidad que incide sobre la Tierra, dada por (1) debe ser igual a la emitida por el Sol, que
esta dada por

P, = 47 R% po,

donde pg es la densidad de radiacién en la superficie del Sol. Entonces

A2 p, = 47rR<29p@,

2
_ -
Po = Pr <R@>

po = 6.5-107 W/m?

de donde

Numéricamente,

Problema 4.4

7

Una estrella azul supergigante tiene una temperatura superficial de 30 kK, y emite una
potencia total que es 100000 veces la del Sol.

a) Calcular la longitud de onda del pico de Wien de esta estrella.

b) Si el radio del Sol es 6.96-10% m y su temperatura 5500 K, calcular el radio de la
estrella supergigante.

a) La longitud de onda del maximo de radiacion esta dada, en virtud de la ley de Wien, por

C
Améx: Tv

esto es,

Amax = 9.66 - 107 mm = 96.6 nm,

de manera que la estrella azul emite, de hecho, en el rango ultravioleta del espectro.
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b) La potencia total irradiada por la estrella, suponiendo que se comporta como un cuerpo
negro perfecto, esta dada por la ley de Stefan-Boltzmann:

P, = ec AT*,

donde e = 1, o es la constante de Stefan-Boltzmann, T es la temperatura de la estrella y
A es su superficie. Teniendo en cuenta que esta potencia es 100000 veces superior a la del
Sol, y suponiendo que éste se comporta también como un cuerpo negro, resulta

P, = ec AT* = 100000ec Ao, T2,
donde las magnitudes con el subindice “®” se refieren al Sol. Entonces
ArR*T* = 100000 - 4mRATS,

de donde )
T,
R = /100000 (T@) Ro

Numéricamente,

R=17.39-10° m = 10.63R

Problema 4.5

r

Se define la densidad de fotones de un haz como el ntimero de fotones que atraviesa una
unidad de &rea perpendicular a la direcciéon del haz por unidad de tiempo. La longitud de
onda de la luz roja emitida por un ldser He-Ne de 3.00 mW de potencia es 633 nm. Si el
didmetro del haz del laser es de 1 mm, calcular la densidad de fotones del haz, suponiendo
que la intensidad se distribuye uniformemente a través del haz.

Por definicién, la potencia de un laser es igual a la energia emitida por el laser por unidad de
tiempo. En términos de fotones, la potencia emitida por el haz es igual a la energia transportada
por los fotones que contiene por unidad de tiempo. Si llamamos N al namero de fotones que
atraviesa el area A perpendicular al haz por unidad de tiempo, la potencia del haz es entonces

P = Ne = nAe = nd*ne, (2)

donde d es el didmetro del haz, n su densidad de fotones y € es la energfa transportada por un
foton:

hc
e=hv= R (3)
Sustituyendo en (2), resulta ,
md“hc
P=n N
de donde
P
"7 rdhe’

cuyo valor numérico es

n=121-102 m 327!
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Problema 4.6

7~

Cuando incide luz ultravioleta monocromética de 300 nm de longitud de onda sobre una
muestra de potasio, los electrones emitidos tienen una energia cinética maxima de 2.03 eV.
Calcular

a) la energia del fotén incidente;
b) la funcion trabajo en el potasio;

¢) la energia cinética méaxima de los electrones si la radiacion incidente tuviese una
longitud de onda de 430 nm;

d) la longitud de onda méxima de la radiacion electromagnética para producir efecto
fotoeléctrico en el potasio.

La energia del foton incidente se relaciona con su longitud de onda a través de la expresion
(3) de modo que, en nuestro caso,

£=6.62-10"" J = 4.13 &V

La energia cinética maxima de los fotoelectrones esté relacionada con la energia de los
fotones incidentes como

Kméx = hv — ¢07

donde ¢q es la funcion trabajo del material. Entonces

\gbo = hv — Kpax = 2.1 ev\

La energia correspondiente a una radiacién incidente de X = 430 nm de longitud de onda
esta dada por (3). Teniendo en cuenta el valor de la funcion trabajo calculado en el apartado
anterior, la energia cinética maxima de los fotoelectrones es, en este caso,

h
Kl =~ — ¢g = 0.78 &V

mé,x_y

La méaxima longitud de onda de los fotones incidentes que producen efecto fotoeléctrico
corresponde a la minima energia posible del haz incidente. Esta energia, por su parte,
corresponde a la situaciéon en la que los fotoelectrones alcanzan el detector sin energia
cinética adicional. La condicién de minima energia (o de méaxima longitud de onda) para
el haz es entonces

he
gml’n_qSO:)\ _¢O:07
max
de donde L
c
Am’x =
¢
Numéricamente,

Amax = 5.9 - 1077 m = 590 nm
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Problema 4.7

Al iluminar una superficie con radiaciéon electromagnética de 780 nm de longitud de onda,
se emiten electrones cuya energia cinética méxima es de 0.37 eV. Calcular la energia
cinética maxima si la superficie se ilumina con radiacién de 410 nm de longitud de onda.

Conocida la energfa del haz incidente y la energia cinética maxima de los fotoelectrones
emitidos, la funcién trabajo para la superficie sobre la que inciden los fotones es

he

¢o = hvy — Kméx,l = )\7 - Kmé.x,l (4)
1

donde A\ = 780 nm y Kyax,1 = 0.37 eV. Al iluminar la superficie con una longitud de onda
Ao =410 nm, la energia cinética méxima de los fotoelectrones es

hc
Krnéx,Q = hVQ - ¢0 = )\7 - ¢07
2
donde hemos tenido en cuenta que la funcion trabajo es caracteristica de la superficie sobre la

que incide el haz. Teniendo en cuenta (4) resulta entonces

1 1

Kmé,x,Z = Kméx,l + he <)\2 - )\1)

Numéricamente,

Kingx2 = 1.80 V|

Problema 4.8

Cuando una radiacién de longitud de onda A incide sobre el catodo de un tubo fotoeléc-
trico, la energia cinética maxima de los electrones emitidos es 1.8 eV. Si la longitud de
onda se reduce a %)\1, la energia cinética méxima de los electrones emitidos es 5.5 eV.
Calcular la funcién de trabajo del material del catodo.

La funcién trabajo es caracteristica del material sobre el que incide la radiaciéon. En el primer
caso, si esta tiene longitud A1, se verifica

hc
Kméx,l = )\71 ¢07
de manera que
hc
Al=—F"7-7—7 5
! Kméx,l + (bO ( )
Para una longitud %)\1,
2hc
Kméx,2 = Tl - d)O’
de donde oh
c
Al=—F""7"7 6
' Kax + 0 ©)
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Igualando (5) y (6) y despejando resulta entonces

®0 = Kmax,2 — 2Kmnax,1

Numéricamente,

Problema 4.9

7

Hallar el desplazamiento de la longitud de onda de los fotones dispersados a # = 60° por
electrones en reposo. Suponer que los electrones se mueven inicialmente con velocidad
despreciable, y que estan libres (es decir, no atrapados por atomos o moléculas).

Los electrones del enunciado, practicamente estaticos y libres, se encuentran en situacion de
experimentar efecto Compton, de manera que la longitud de onda de los fotones dispersados
segin un angulo 6 es

h (1 —cos®), (7)

MeC

N =X+

donde A es la longitud de la radiacién incidente, m. es la masa del electréon y c es la velocidad
de la luz. El desplazamiento de longitud de onda es entonces

AN=XN —-)\=

h
1— 0
mec( cosf),

cuyo valor numérico es

AXN=121-10""2 m =1.21 pm

Problema 4.10

7

Compton utiliz6é fotones de 0.0711 nm de longitud de onda. Calcular
a) la energia de estos fotones;

b) la longitud de onda de los fotones dispersados en la direccién opuesta a la de los
fotones incidentes;

¢) la energia de un foton dispersado en esa direccion.

a) La energia de los fotones incidentes esta dada por (3). En nuestro caso,

[e = 17434 oV = 17.43 keV |

b) Los fotones dispersados en direccion opuesta a la incidente (llamados fotones retrodisper-
sados), emergen con un angulo § = 7. Teniendo en cuenta (7), la longitud de estos fotones
es

2h

mecC

N=X\+ = 0.0759 nm
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¢) Teniendo en cuenta de nuevo (3), la energia de estos fotones es

h
e = Tf — 16335 eV = 16.34 keV

Problema 4.11

7

Un microscopio electrénico utiliza electrones de 70 keV de energia cinética. Calcular la
longitud de onda de estos electrones.

Segin la relacion de de Broglie, la longitud de onda que se asocia a una particula de cantidad
de movimiento p es

A= ®)

Suponiendo que los electrones del microscopio son particulas clasicas, la cantidad de movi-
miento se relaciona con la energia cinética a través de

1 p2
K= -mv?=*2_
2" T o

donde m es la masa en reposo del electréon. De aqui,
p=vV2mK

y, sustituyendo en (8),

he
vV2mK

Si suponemos que el electréon del microscopio es relativista, la relacién entre p y K es

A= =4.63-107'2 m = 4.63 pm

K = \/p2c2 + m2ct — mc?,
de donde
K2
p=1/—5 +2mK =1.477-107* kgm/s
c
y

A=448-10""m
En este caso, el calculo relativista no es necesario. FEn efecto,

mu
b= )
_v?

c2

de manera que
pc

N

v = =1.42-10° m/s ~ 0.47¢c < ¢

Pégina 8 de 11



Relacion 4 Origenes de la Mecanica Cuantica

Problema 4.12

La distancia entre los iones de Li™ y CI™ en un cristal de LiCl es 0.257 nm. Hallar la
energia cinética de los electrones que tienen longitud de onda igual a esta distancia.

La energia cinética de una particula de masa m es

o

T om’
y, teniendo en cuenta la expresion (8), se relaciona con la longitud de onda de la particula A
como
h2
© 2mA2

En nuestro caso, con A = 0.257 nm, resulta

K=364-10"187]=228¢V

Problema 4.13

7

Un electrén, un protén y una particula o (que es un niicleo de He, de masa 6.64-10727 kg),
tienen, cada uno de ellos, una energia cinética de 150 keV. Calcular

a) los modulos de sus cantidades de movimiento;

b) sus longitudes de onda de de Broglie.

a) La energia cinética de una particula de masa m y su cantidad de movimiento estan rela-
cionadas como

k=P
2m
de donde
p=V2mK

Entonces, para el electrén, el proton y la particula « resulta, respectivamente,

Pe = /2meK =2.09-10722 kg-m-s~!

pp =/2mpK =8.97-1072! kg-m-s~!

Pa =V 2m K =1.79- 10720 kg-m-s_1

b) La longitud de onda asociada a una particula de momento p esta dada por

=2 9)
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En nuestro caso, para el electréon, protén y particula «, las longitudes de onda respectivas
son entonces

h
Ae=—=2317-10"2 m =3.17 pm
De

h
Ap = o= 7.39-107 m =7.39-10"2 pm
p

h
A =—=2370-1002m =3.70-10"2 pm

Pa

Problema 4.14

Si una pelota de béisbol de 142 g de masa se mueve a 25 m/s con una precision de 1 pm,
calcular la incertidumbre en su velocidad.

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece que las imprecisiones en la medida de
la posicién y la cantidad de movimiento de una particula estan relacionadas mediante

Ap.Ax > g, (10)

donde estamos suponiendo que la particula se mueve en una dimensiéon. Aceptado que no existe
incertidumbre en la masa de la particula, (10) equivale a

h
mAv,Ax > 5

de manera que la incertidumbre en la velocidad de la particula es, como minimo,

h
Av.,. =
Ve 2mAx
Numeéricamente
Av, =3.71-107%% m/s, (11)

que indica que la incertidumbre en la velocidad de una pelota de béisbol es practicamente des-
preciable.

Problema 4.15

’

Un electrén libre esta confinado en una caja de 0.10 nm de lado. Calcular
a) la incertidumbre en la cantidad de movimiento del electron;

b) la energia del electron, suponiendo que su cantidad de movimiento es igual al valor
minimo de la incertidumbre calculado en el apartado anterior;

¢) la longitud de onda que tendria que tener un foton para tener la misma energia.
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a) Puesto que el electon esta confinado en una caja de cierto tamano, podemos suponer que
su posicion esté definida con una incertidumbre igual al tamafio de esa caja. Teniendo en
cuenta (10), la incertidumbre en la cantidad de movimiento del electron es entonces

h h
Apy = =5
P 2Ax 2a

donde a es el lado de la caja. Numéricamente,

Apy = 5.27-107%° kg-m/s (12)

b) Si el momento del electron esta dado por el valor (12), entonces su energia es

p_ P _ (Ap)?
2me 2me
El valor numérico es
E=152-10"" J = 0.95 oV | (13)

¢) La longitud de onda de un foton que tenga una energia dada estd dada por la expresion
(3). En nuestro caso, utilizando el valor (13),

h
A= EC =1.31-10% m = 1.31 pm

Pagina 11 de 11



