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Relacion 2 Oscilaciones

Problema 2.1

7

La posicién de una particula viene dada por
x(t) = 2.5 cos 7t
donde z(t) se mide en metros y ¢ en segundos.

a) Determinar la velocidad y la aceleracion méaximas de la particula.

b) Determinar la velocidad y la aceleracion de la particula cuando z = 1.5 m.

a) La velocidad y la aceleracion de la particula estan dadas, respectivamente, por

_da(t)

v(t) = e —2.5m sin 7t (1)
a(t) = dlc’lit) — 2572 cos (2)

cuyos valores maximos son, respectivamente,

‘Umdx =2.5mr="7.85 m/s‘

Umae = 2.5m% = 24.67 m/s

b) El instante en el que x = 1.5 m, que escribiremos #, verifica
z(t) = 2.5cos 7t = 1.5,

de modo que

- 1.5
t = — =0.927
mt = arccos o

Teniendo en cuenta entonces (1) y (2), la velocidad y la aceleracion en ese instante estan
dadas por

v(t) = —6.28 m/s

a(t) = —14.80 m/s

Problema 2.2

’

Un objeto de masa desconocida se cuelga verticalmente del extremo de un muelle sin
deformacion, y se suelta desde el reposo. El objeto cae 3.42 cm antes de quedar en reposo
por primera vez. Calcular el periodo del movimiento.

Consideremos la situacion en que el cuerpo, colgando del muelle, se encuentra en reposo,
y tomemos el origen de energias potencial gravitatoria y potencial elastica en esa situacion.
Cuando el objeto alcanza el reposo por primera vez, el cambio de energia potencial gravitatoria
es —mgAy, donde Ay = 3.42 cm, y el cambio de energia potencial elastica es %mwQAyQ. Puesto
que el sistema es conservativo,

1
im(,uQAgf —mgAy = 0,
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de donde, despejando, resulta

_ |2
=\ A,
El periodo del movimiento es entonces
2 2A
T = o —yﬂ,
w g

cuyo valor numérico es

Problema 2.3

r

Un objeto de 2 kg de masa esta sujeto en la parte superior de un muelle vertical que estéa
anclado en el suelo. La longitud natural del muelle es de 8 cm, y la longitud del muelle
cuando el objeto esta en equilibrio es de 5 cm. Cuando el objeto estd en reposo en su
posicién de equilibrio, se le da un impulso hacia abajo con un martillo, de forma que la
velocidad inicial es de 0.3 m/s. Calcular

a) la altura maxima con respecto al suelo a la que se eleva el objeto;
b) el tiempo que tarda el objeto en alcanzar la altura maxima por primera vez;

¢) la velocidad minima que debe darse al objeto para que el muelle no tenga compresion
en un instante dado.

a) Cuando se coloca el objeto de masa
m = 2 kg sobre el muelle y se alcan-
za el equilibrio, el peso del objeto es
compensado por la fuerza elastica del
muelle, y se verifica

mg+kAL =mg+k(L—Lg) =0, (3)

donde L < Ly, como indica la figura;
la fuerza elastica es de sentido opuesto
al peso.

En esa posicion se imprime un impulso al objeto, que empieza a describir un M. A. S. de cierta
amplitud A. La méaxima altura que alcanza el objeto medida desde el suelo verifica entonces

h=L+A (4)

Por otra parte, la velocidad imprimida por la fuerza es la maxima velocidad que el objeto oscilante
puede alcanzar, v,,4,., de manera que
VUmde = WA,

donde w = \/%. Teniendo en cuenta (3), resulta entonces

_ ]9 _ -1
N 18.07 s (5)
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mdzx AL
A=" = Umdz|| — = 1.7 cm (6)
w g

Sustituyendo en (4) resulta entonces, con L = 5 cm,

b) Por definicion, el tiempo que tarda el oscilador en alcanzar la altura maxima es

3
tma’ac ZT7
donde 5
7="
w

es el periodo del M. A. S. En nuestro caso, usando (5),

T=035s

tmaz = 0.26 s

¢) Segin el resultado del apartado a), el muelle siempre se encuentra comprimido si se le
imprime una velocidad inicial de 0.3 m/s, debido al peso del cuerpo que se apoya sobre él. Para
que en algin momento la longitud de muelle sea su longitud natural Ly, hay que suministrarle
por tanto una velocidad inicial mayor que 0.3 m/s.

Para calcular esta velocidad, tengamos en cuenta que la amplitud del M. A. S. vertical depende
de la velocidad que se imprime inicialmente al cuerpo a través de (6). Entonces, la velocidad que
se debe imprimir para que la amplitud A sea igual a AL = Lo — L, que llamaremos v,z verifica

AL
AL = vymn -
g

Umin = VAL = 0.542 m/s

de donde

Problema 2.4

7~

Un bloque de masa 0.12 kg esté suspendido de un muelle. Cuando se coloca una pequena
piedra de 30 g de masa sobre el bloque, el muelle se alarga 5 cm méas. Con la piedra sobre
el bloque, el muelle oscila con una amplitud de 12 cm. Calcular

a) la frecuencia del movimiento de las dos masas;

b) el tiempo que tardan el bloque y la piedra en recorrer la distancia entre el punto
mas bajo y el punto mas alto de la trayectoria;

¢) la fuerza neta que actia sobre la piedra cuando se encuentra en el punto de méximo
desplazamiento hacia arriba;
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)

Cuando la primera masa, que llamaremos mj, esté suspendida del muelle se verifica
mig = kAL, (7)

donde k es la constante elastica del muelle y AL es su alargamiento. Cuando se coloca la
segunda masa, se verifica
mig +maog = k(AL + AL"),

donde AL’ = 5 cm. Teniendo en cuenta (7), se tiene también
EAL + mog = kAL + kAL,

de modo que
ma

N

La frecuencia del movimiento conjunto es entonces

/ k mo g
w = =
mi + meo my + mo AL

En nuestro caso, numéricamente,
w=626s"

Por definicion, el tiempo que pide el enunciado es la mitad del periodo de oscilacion, que
estd dado por

k

P
T="2105
w

de manera que el tiempo 7 es

Por definicion, la fuerza neta que se ejerce sobre la piedra es
Freta = maag,
donde as es la aceleracién de la piedra, que es igual a la del bloque y esta dada por
ag = —wys, (8)

donde 9 es la posicién instantanea de la piedra. En el punto de méximo desplazamiento
vertical, yo» = A, donde A es la amplitud del movimiento, y la fuerza neta estd orientada
hacia abajo. Su moédulo es

Freta = mow?A =0.14 N

Suponiendo que el sistema bloque + piedra esté subiendo, las
fuerzas que actiian sobre el bloque y la piedra son las que apa-
recen en la figura de la derecha. Para la piedra, la segunda ley
de Newton se escribe

mog — N = maa, 9) N
donde a es la aceleracion comin del bloque y la piedra, que |
se relaciona con la elongacion instanténea a través de (8). En AN |1
particular, en el punto de méaxima elongacion, es y» = A. La 29 N|IF, .
condicion para que la piedra se separe del bloque en ese punto mp g

es que deje de haber fuerza de reaccién normal N. Asi pues, la
maxima amplitud debe verificar

2
mag = maa = Mow” Az,
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de donde

Amdz = % = (1 + Tnl) AL/
w mao

En nuestro caso, numéricamente, es

| Amas = 0.25 m|

Problema 2.5

7

Un objeto de masa m; que desliza sobre una superficie horizontal lisa sujeta a un muelle
de constante de fuerza k oscila con amplitud A. Cuando el muelle experimenta su méaxima
deformacion y la masa esté instantaneamente en reposo, se coloca sobre m; una masa ms.

a) Determinar el valor del minimo coeficiente de rozamiento estatico entre las dos masas
que evita que mso deslice sobre m;.

b) Suponiendo que el rozamiento estatico hace que las masas se muevan conjuntamen-
te, discutir como se modifican la energia total, la amplitud del movimiento y la
frecuencia angular al colocar mo sobre mj.

a) Consideremos la situacion en la que el muelle experi-
menta su maxima deformacioén, que se representa en la
figura de la derecha. En tal caso, las fuerzas que actian
sobre las masas m; y mo son las que se muestran también
en la figura. La segunda ley de Newton se escribe entonces,
para el cuerpo de masa mj, como

F. — F. =mia (10)
Nl—NQ—mngO (11)

donde F. y F, son las fuerzas elastica y de rozamiento,
respectivamente. Para el cuerpo de masa meo,

Fr =moa, (12)
NQ — mag = 0 (13)

La fuerza de rozamiento F} verifica
F, = peNo = pemag, (14)

donde hemos tenido en cuenta (13). Sustituyendo en (12) y despejando resulta entonces

a = fieg (15)

Teniendo en cuenta (14), la ecuacion (10) indica que el minimo coeficiente de rozamiento co-
rresponde a la maxima aceleraciéon. En otras palabras, el minimo coeficiente de rozamiento se
alcanza cuando la fuerza elastica es la maxima, esto es, cuando el alargamiento del muelle es el
méaximo. El médulo de la fuerza eléstica en el punto de maxima deformaciéon estd dada por

F, = kA
de manera que, sustituyendo en (10) resulta

kA — pemog = mia = pema g,
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de donde, despejando, resulta

kA

fe = (m1 +ma)g

b) La amplitud del movimiento se impone exteriormente cuando se estira el muelle, de manera
que no cambia al colocar la masa meo. Por otra parte, la energia total del sistema también
permanece constante, puesto que

1
E=-kA?
2’€ ’

donde k depende tnicamente del muelle. Consideremos ahora la frecuencia de oscilaciéon que,
cuando la masa ms no esta, es

pasa a ser

cuando se coloca la masa ms.

Problema 2.6

7

a) Demostrar que la posicién instantanea de un oscilador armoénico simple, z(t) =
Ap cos(wt + §), se puede escribir también en la forma z(t) = Agsinwt + A, coswt, y
expresar As y Ae en términos de Ag y 4.

b) Relacionar A, y A, con la posicion y velocidad iniciales del oscilador.

a) Consideremos la identidad trigonométrica
cos(a+ ) = cosacos 8 F sinasin 3
Aplicdndola a la posicion instantdnea de un M. A. S., resulta

x(t) = Ag cos(wt + 6) = Ap (coswt cos§ — sinwtsind) =

16
= —Apsindsinwt + Ag cosd coswt = Agsinwt + A, coswt, (16)
donde
As = —Agsind
y
A, = Agcosé,

como querfamos demostrar.

b) Teniendo en cuenta (16), la posicion inicial del M. A. S., xg, verifica

‘xo =z(0) = A,

Por otra parte, la velocidad del M. A. S. es

dx(t
v(t) = z(t) = Aqwcoswt — A.wsinwt
dt
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de modo que la velocidad inicial, vy, es
vo = v(0) = Asw,

de donde

Yo
Ay =2
w

En definitiva, la elongacion del M. A. S. se puede escribir también como

v .
x(t) = xp coswt + — sinwt
w

Problema 2.7

Una particula pequena de masa m se desliza sin rozamiento por el interior de un cuenco
esférico de radio r. Demostrar que, para pequenias amplitudes, el movimiento de esta masa
es como el de la lenteja de igual masa de un péndulo de longitud r.

Las fuerzas que acttian sobre la masa en el cuenco esférico
son las que se representan en la figura de la derecha. Si
descomponemos las fuerzas en sus componentes vertical y
horizontal, la segunda ley de Newton se escribe

Ncos —mg =0 (17)
d2
Nsinf = m%, (18)

donde el angulo 6 se representa en la figura.

Si suponemos que este angulo es pequeno, como indica el enunciado, se verifica

T~ —rf,
cosf =1
y
sinf =~ 0,
de manera que (18) se escribe como
9 d*0
mgl = —mr—;,
g dr?
esto es,
d’0 ¢
— +20=0,
a2

que es idéntica a la ecuaciéon de movimiento de un péndulo simple de longitud r, como queriamos
demostrar.
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Problema 2.8

7~

La aceleracion debida a la gravedad g varia con la latitud en la Tierra debido a que esta
no es exactamente esférica y al movimiento de rotaciéon. Este hecho fue descubierto en
el siglo XVII, cuando se observé que un reloj de péndulo, cuidadosamente ajustado para
marcar el tiempo correcto en Parfs, atrasaba alrededor de 90 segundos por dia cerca del
Ecuador.

a) Demostrar que una pequena variacion en la aceleracion Ag produce un pequeno
cambio en el periodo de un péndulo, que verifica

AT 1ag

T 2 g

b) Calcular qué variacion de g produce un cambio en el periodo de 90 segundos por
dfa.

El periodo de oscilaciéon de un péndulo de longitud [ en un lugar de la Tierra donde la
aceleracion de la gravedad es g estd dado por

2
T:F:27T\/7,
w g

donde w denota la frecuencia angular de oscilaciéon. Si la aceleracion de la gravedad varia
en una cantidad Ag, entonces el cambio correspondiente de periodo, AT, verifica

dT
AT = —Ag,
dg
esto es,
-1
— 1 A 1 A
AT =27 ! =l ;)Ag:—QW\/Elg:—QW l—g,
g g 2 lg g 2 g 9
—
T
esto es,
AT 1A
o= (19)
T 2 g
como queriamos demostrar.
A partir de (19), resulta
Ag— _2g2T
g = g T

donde % = 90 s/dia. Numéricamente, resulta

Ag=—0.02 m/s* = —2.0 cm/s?
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Problema 2.9

r

La figura de la derecha muestra un disco uniforme de radio R =
0.8 m y masa 6 kg con un pequeno agujero a una distancia d de su
centro que puede servir como punto de pivote. Determinar

a) el valor de d para que el periodo de este péndulo sea de 2.5 s;

b) la distancia d para que el péndulo tenga el minimo periodo
posible;

¢) el valor de este periodo minimo.

El péndulo fisico del enunciado oscila debido al momento de su peso. En efecto, consideremos
la situacion de la figura de la derecha. Como el péndulo esté colgado de un punto situado a una
distancia d con respecto a su didmetro horizontal, el peso da lugar a un momento de fuerza dado

por
M =md x g, (20)

cuyo modulo es
M = mdgsinf

y que es perpendicular al plano del papel y esta dirigido hacia fuera. Suponiendo que el angulo
de desviaciéon # es pequeno, se puede hacer

M =~ mgdf (21)

La ecuacién de movimiento para el péndulo en rotacién es entonces

dw d%0
M=-1—=—-1—
dt dt?’
donde I es el momento de inercia del péndulo fisico y el signo “ — 7 indica que el momento de

fuerza (20) es opuesto a la aceleracion angular del sistema. Teniendo en cuenta (21), resulta

d’0  mdg
w070

que es la ecuacion de un M. A. S. de frecuencia angular
mdg
w=4\/—
I
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En cuanto al momento de inercia del sistema, podemos calcularlo a través del teorema de los
ejes paralelos, puesto que el eje de rotacién dista una cantidad d del centro de masas del sistema.
Entonces

1 1
I= imr2 +md? = §m(r2 + 2d%),

v la frecuencia angular se escribe finalmente

B 2dg
Vor2 4242
a) El valor de d que da un valor dado del periodo T, que llamaremos d, se calcula de la
condicion
2 2+ 242
T =T g [ (22)
w 2dg
que es equivalente a
gT* - 1,
P L S 5
2 + 5" 0 (23)

La solucion de la ecuacion (23) con sentido fisico es

d=0.245 m

La otra solucién, d = 1.307 m > r, que no tiene sentido fisico.

b) La expresion (22) indica que el periodo del movimiento es una funciéon de la distancia d. El
valor de esta distancia para la que el periodo T' es minimo verifica entonces las condiciones

=0 (24)

>0 (25)

La condicion (24) implica

esto es,

d= = 0.566 m

var
2

Es facil comprobar que esta solucion verifica (25) y da, por tanto, un minimo del periodo
del péndulo.

c¢) El valor del periodo minimo es

2 4 242 2
Ty = 2y |2 g [ V2
2dg [

Tmz’n =2.13s

Numéricamente,
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Problema 2.10

7

longitud L.

minimo.

2m.

La figura de la derecha muestra una palanqueta con dos lentejas
iguales de masa m sujetas a los extremos de una barra delgada de

a) Despreciando la masa de la barra, encontrar la posicion del
punto de pivote P para la que el periodo del movimiento es

b) Repetir el célculo si la barra que une las lentejas tiene masa

J

a) Consideremos la situacion de la figura de la derecha. Los pesos
de las dos lentejas ejercen sendos momentos de fuerza sobre el punto
de pivote, P, que son de sentidos opuestos. La ecuaciéon de rotaciéon

del sistema se escribe entonces como

6
mg p\<L

L L
CM mg (2 —:L‘> sin(m — 6) — mg <2 +w> sinf =
L L
=mg < —ac) sinf — mg (+x> sinf =
2 2
19" do d%0
" =—2mgmsin9:1d—(;j:1'@,

donde = > 0 es la distancia del centro de masas (CM) del sistema al punto P y hemos tenido
en cuenta que los senos de angulos suplementarios son iguales. En (26), I es el momento de
inercia del sistema, que estid dado por

L\? L\? 12
I'=Icm+ (2m)x2 =m <2> +m <2> + (2m)x2 =2m <4 + l‘2>

Por otra parte, si suponemos que el dngulo § < 1, entonces sinf =~ 6, y (26) se simplifica a

d?0
—2mgzl = I@, (27)

que es la ecuaciéon de movimiento de un M. A. S. de frecuencia angular

\/ng:n \/ 4gx
w = =
1 L? + 422

2 L2 + 422
7= T (28)

w gz

y periodo

La posicién del punto de pivote para el que el periodo del movimiento es minimo, que llama-
remos T, verifica

de)zo (29)
dzy0j>a (30)
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donde T'(z) esta dado por (28). La ecuacion (29) lleva a
L*—47° =0

cuyas solucién es

I
T

Es facil comprobar que esta solucion verifica (30), de manera que, efectivamente, el periodo de

movimiento es minimo cuando el sistema pivota sobre una de las dos lentejas.

b) En este caso, tanto los pesos de las dos lentejas como el peso
N de la barra (cuya masa no es despreciable ahora) ejercen momentos
de fuerza sobre el punto de pivote, P. La ecuacién de rotacion del

sistema se escribe como

2

= —4mgzrsinl =1

2mg . ..
ma E\\ o bien, en el limite 6§ — 0,

—4dmgxd =1
El momento de inercia del sistema referido a su CM es ahora

IN? 1 2
Iey =2m | = —(2m)L? = =mL>?
oM m(z) +5(2m) 3"

y, referido al punto de pivote P,

L2
I =Ica +4ma® = 2m <3 + 2x2>

La ecuacion (31) es la ecuacion de un M. A. S. de frecuencia y periodo

\/4mga: \/ 6gz
w = =
I L? + 622

1,2 2
T =21 L” + 627
6gx
La condicion (29) lleva ahora a
L* - 62° =0,
esto es,
_ L
xTr =

%7

que corresponde efectivamente a un minimo del periodo.
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Problema 2.11

7~

Demostrar que los cuerpos de masa m de la figura de debajo oscilan con una frecuencia
27T dondek‘f—kl—{—kg() ki—k—lljté(b).

a)
b)

a) Supongamos para fijar ideas que el cuerpo de masa m se mueve hacia la derecha, en la
direccion positiva del eje OX, como se indica en la figura debajo. En tal caso, el muelle de
la derecha se comprime y el de la izquierda se alarga en la misma cantidad, de manera que
la fuerza neta ejercida por ambos se dirige hacia la izquierda. El valor de esta fuerza es

Freta = —k1Ax — ko Az = — (k1 + ko) Az = —kepAx,

Fl.-—r-v-.-'.v-\ \
\\\\ — ‘ . 111} |
i‘ |||1.) MPQ\J\JLVVV-‘M

F, Ax

de manera este cuerpo debe describir un M. A. S. de frecuencia angular

oo fFe
m
esto es,
_w_l k:ef
T
con

keg = ki + ko, |

como querfamos demostrar.

b) Supongamos de nuevo que el cuerpo de masa m se desplaza hacia la derecha una cantidad
Axo. En tal caso, el muelle de constante ks ejerce sobre este cuerpo una fuerza dada por

Fy = —koAxy

El desplazamiento del cuerpo de masa m produce el desplazamiento hacia la derecha de la
bola central en una cantidad Azi, de modo que el muelle de constante ki también ejerce
una fuerza sobre la bola, dada por

Fl = *klAﬁﬂl
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YYVYW

' 1

x..‘#ﬁ—&\\,,,

vV

Si la bola central esté en equilibrio, las fuerzas F» y F} son iguales, como se indicar en la

figura, de manera que

—klel

Entonces

= —k‘gAl‘Q

k1

A.%'Q = fA.fl

ko

El alargamiento total del sistema es Az1+Axo, v se relaciona con la fuerza F' experimentada
por el cuerpo de masa m mediante una constante de fuerza efectiva como

F = _kefotot =

de manera que

F klAl'l

_kef(A$1 + A.leg),

klel 1

hep = —

esto es,

Axi + Axo - Az + Axg N Ay <1+/€1

ko

key

11
ki ko’

como querfamos demostrar.

Problema 2.12

7

Dos cuerpos de masas mj y ms se atan a los dos extremos de un muelle de constante
elastica k y se hacen oscilar. Demostrar que la frecuencia de oscilaciéon de este sistema es

es la masa reducida del sistema.

k
wz\ﬁ,dmdeuzw
o mi + ms

Consideremos la situacion de la figura de la iz-
quierda, y supongamos que las masas se despla-
zan a las posiciones x1 y x2. La ecuacién de mo-
vimiento de la masa mq es

M m; P2
_x)l |F1 7 KA (77720 T I mlidt; = F17 (32)
‘ x
’ donde Fj es la fuerza que actia sobre esa masa.
El moédulo de esta fuerza es
= kAL,

donde AL es el alargamiento del muelle, que esta dado por

AL:Lo—ml

— (Lo —z2) =22 — 11
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Teniendo en cuenta el diagrama de la figura, la ecuacion (32) se escribe

d’x
7711?21 = k(xy — x1), (33)

Anélogamente, para la masa meo, resulta

d2$2
My s = Fy = —F| = —k(x2 — 1), (34)

Las ecuaciones (33) y (34) se escriben alternativamente como

d2$1 k
- v — 35
dt? my (2 — 1) (35)
A2z k
- __ — 36
dt? mo (w2 —21) (36)

o bien, restando ambas expresiones,

d*(2y — x1) :_< kook

dt? mi Mo
esto es,
d2A k
2T _ T A, (37)
dt? 1
donde
Ax =29 — 11
y
. mims
Comy - ma

es la masa efectiva del sistema. La ecuacion (37) es la ecuacion de un M. A. S. de frecuencia es

como queriamos demostrar.

Problema 2.13

’

La figura de la derecha muestra un péndulo de longitud L con

una lenteja de masa M unida a un muelle de constante elastica

k. Cuando la lenteja esta directamente debajo del soporte del ﬁ
péndulo, el muelle tiene su longitud natural de equilibrio. '

a) Deducir una expresion para el periodo de este sistema L
cuando las vibraciones son de pequena amplitud.

| k
b) Si M =1 kg y L es tal que, en ausencia de muelle, el Mé‘ﬁf%ﬁﬁﬁ;‘g&b
periodo del péndulo es 2 s, calcular la constante de fuerza
del muelle si el periodo del sistema oscilante es 1 s.
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a) Las fuerzas que actuian sobre la lenteja del péndulo son
su peso Mg, la tension de la cuerda, T y la fuerza elastica
F; cuyas direcciones y sentidos son las que se representan
en la figura de la izquierda. La segunda ley de Newton se

escribe entonces

Tcos —Mg=0

Fe ' M d*x
P \.QQ,QQ.QQ.QQ,Q,Q/ —Tsin0—kx:MaI:Mﬁ,
X

Mg donde x es el alargamiento del muelle.

En rigor, el péndulo describe un arco de circunferencia desde la posiciéon inicial. En las
ecuaciones (38) estamos aceptando implicitamente que el dngulo 6 es pequefio, de manera que
el arco de circunferencia se puede aproximar por una recta en la direccion del eje OX. Teniendo
en cuenta que 6 < 1,

cosf~1
y, por otra parte,
sinf = —
L 9
de modo que las ecuaciones (38) se escriben como
T = Mg (39)
x T d*x
1Y k= Y g 4
7 kx <L+k>x 2 (40)

Sustituyendo en (39) en (40) y simplificando, esta dltima se escribe como

d’x Mg
MdtQ__<L+k>x’

que es la ecuacion de un M. A. S. de frecuencia
_JeLk
“ENT T

pom_ 2 (41)
9.k
LM

El periodo del sistema es entonces

b) La constante elastica del muelle se puede calcular a partir de (41):
472 g
k=M|—— —= 42
( T2 L) ’ (42)

donde Ty M son conocidos. En cuanto a la longitud L, la podemos calcular teniendo en cuenta
que, en ausencia de muelle, el periodo del péndulo Tj es

2 L
T() = i =27 )
wo g
de modo que
g 2w
L Ty
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y, sustituyendo en (42),

1 1
k= 4r2M ( — )
T2 T2

Numéricamente, resulta

k = 29.61 kg/s>

Problema 2.14

Un bloque de madera de dimensiones 8 x 7 x 6 cm? y densidad relativa 0.5 flota en agua
con su arista més larga en la direcciéon de la vertical. Desde esta posiciéon se empuja el
bloque hacia abajo sumergiéndolo 2 cm con respecto a la linea de flotacion. Demostrar
que este bloque realiza entonces un M. A. S., y calcular el periodo de su movimiento.

Consideremos la situaciéon en la que el bloque
de madera flota en el agua, a la izquierda en la

y"I_ E— figura. En tal caso, el peso del bloque y el empuje
” Y ¢ del fluido deben ser iguales, de manera que
P
oy Ey—mg =0,
pr es decir,
pfVsumg = prac(b —yo)g = my, (43)

donde yg es la porcion del solido que esta sumergida inicialmente. En la ecuacion (43) estamos
suponiendo que el eje OY coincide con la direccion del peso. Cuando se empuja el bloque hacia
abajo, el empuje pasa a tomar otro valor, E, debido a que la porcién de cuerpo sumergida es
mayor. Al soltar el bloque, la ecuaciéon de movimiento pasa a ser

d2y
E —mg = prac(b—y)g —mg =m—g,

esto es, teniendo en cuenta (43),

d2y
prac(b —y)g — prac(b —yo)g = —prac(y — yo)g = mea

o bien, teniendo en cuenta que m = pabc, donde p es la densidad de la madera,

Py prg
a2 —?5(9 —%0),

que podemos escribir también como

PAy _ prg
dt? pb

donde Ay =y — yo. La ecuaciéon (44) es la ecuacion de un M. A. S. de frecuencia
_ [PrY
w= b
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donde b = 8 cm, y periodo

En nuestro caso, numéricamente, es

Problema 2.15

7

Un sistema masa-muelle amortiguado lineal oscila con una frecuencia de 200 Hz. La cons-
tante de tiempo del sistema es de 2 s. En el instante ¢ = 0, la amplitud de oscilacion es
de 6 cm, y la energia del sistema es de 60 J. Calcular

a) la amplitud de oscilacién parat =2 sy parat =4 s.

b) la cantidad de energia que se disipa en cada intervalo de 2 s.

a) En un MAS amortiguado, la amplitud varia en el tiempo como
A(t) = Age /7,

donde 7 es la constante de tiempo del sistema. Entonces, para t = 2 s,

A(2s) = Age % = 3.64 cm,

y parat =4s,

A(4s) = Age ! =2.21 cm

b) La energia del MAS amortiguado, por su parte, es

1 1
E(t) = 5mw%A2(t) = 5mw%A%e_t/T,

esto es
E(t) = Ege™'/T

En los instantes t = 2 s y t = 4 s se tiene entonces
E(2s) = Epe ! =22.07 )]
E(4s) = Ege™? =8.07 J,

respectivamente. La energia disipada en cada intervalo es entonces

AE(0-2s)=Ey(l—e')=3793]

AE(2-4s)=E@2s)(1-e ') =13.95]
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Problema 2.16

7~

Un oscilador amortiguado tiene un periodo de 3 s, y su amplitud disminuye en un 5%
durante cada ciclo. Calcular

a) en cuanto disminuye la energia del oscilador en cada ciclo;
b) la constante de tiempo 7 del oscilador;

¢) su factor Q.

La energia de un oscilador amortiguado estd dada por

B(t) = 5 muoA”(1),

donde wyq es la frecuencia natural del oscilador no amortiguado, y es funcién del tiempo
porque la amplitud A(¢) también lo es. La energia después de un ciclo es,

1
Et+T)= imngz(t + 1),
o bien, teniendo en cuenta que la amplitud cambia en una cantidad f tras un ciclo,
1
Bt +T) = mad A°(0)f° = fE(0)

donde f = 0.95 en nuestro caso. El cambio de energia en un ciclo es entonces

E(t+T)— E(t)

— f2_ 91— _ S
o0 = f2—1=-0.0975 = —9.75% (45)

Por definicién, la amplitud de un M. A. S. amortiguado esta dada por
A(t) = Age /7,

donde A es la amplitud inicial del movimiento y 7 es la constante de tiempo del oscilador.
En un ciclo,

A(T) = Age™ 7?7 = f A,
de donde, despejando

T
— — 99.24
T Ty >

Por definicion, el factor Q) del oscilador es

2
(IAE|/E) o’

ciclo

Q=

donde AE/E esta dado por (45). Entonces
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Problema 2.17

7

Un oscilador amortiguado pierde el 3.5 % de su energia durante cada ciclo.
a) ;Cuéantos ciclos tienen que transcurrir antes de que se disipe la mitad de su energia?

b) (Cuél es el factor @ del sistema?

a) Segun el enunciado,

AFE
<E)Cido = f=-0.035,

de modo que la energia tras el primer ciclo es
Ey = (1+ f)Eo,
siendo Fjy la energia inicial del M. A. S. amortiguado. Anélogamente, tras el segundo ciclo,
By = (1+ f)E1 = (1+ f)*E,
de modo que, por recurrencia, la energia tras el n-ésimo ciclo es
E,=(1+ f)"Ey (46)

Segtn (46), el nimero de ciclos tras el que la energia toma un cierto valor E,, verifica

In En/EO
n=-———
In(1+ f)
En nuestro caso, con E, = 0.5F,
[n=19.46 ~ 19|
b) El factor @ es, por definicion,
Q= 27
(IAE|/E)’

es decir, numéricamente,
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