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Relacion 1 Momento angular y rotaciéon

Problema 1.1

Una rueda de vagéon de 1.0 m de didmetro esté formada por una llanta delgada de masa
8 kg y seis radios, cada uno de los cuales de 1.2 kg de masa. Determinar el momento de
inercia de la rueda con respecto a su eje de rotacion.

La inercia a la rotacién de la rueda de vagon proviene de la
llanta y de los radios. El momento de inercia de la rueda es
entonces
I = Ijanta + 6 X Iradio (1) M qgio

El momento de inercia de la llanta, cuya masa podemos su-
poner concentrada a una distancia R = D/2, donde D es el
diametro de la rueda, del eje de rotacion, es

M llanta

2
Illanta = MllantaR D

Por otra parte, cada radio se puede considerar como una varilla delgada que gira con respecto
a un eje que pasa por su extremo. El momento de inercia de una varilla con respecto a un eje que
pasa por su centro de masas es %MmdeQ, donde L es la longitud de la varilla; por otra parte,
el extremo de la varilla estd a una distancia L/2 del centro de masas. El momento de inercia de

la varilla con respecto a su extremo es entonces, segin el teorema de Steiner,

L\* 1 L\* 1
I=1 radio | & = ra ioL2 radio \ & = 5 ra, ioLZ
oM + Miqq (2> 12M d + Miqd <2> 3M d

es decir, en nuestro caso,

1
Iradio = g MradioR2

En definitiva, el momento de inercia de la llanta es, segtin (1)
1
I= MllantaR2 + 6 X §MradioR2 - (Mllanta + 2Mradio)R2

es decir, numéricamente,

I = 2.6 kg-m?

Problema 1.2

La molécula de metano (CHy) tiene cuatro atomos de hidrégeno localizados en los vértices
de un tetraedro regular de lado 0.18 nm, con el &tomo de carbono en el centro. Determinar
el momento de inercia de esta molécula respecto a un eje de rotaciéon que pase a través del
adtomo de carbono y uno de los d4tomos de hidrégeno.

Pagina 2 de 27



Relacion 1 Momento angular y rotaciéon

Consideremos la configuracion de la figura de la derecha, que
representa la proyeccién del tetraedro que representa a la
molécula de metano sobre su base. En esta figura, los 4tomos
de hidrogeno se representan como esferas grises, y el dtomo
de carbono como una esfera hueca. Un eje que pase por el
atomo de carbono y uno de los hidrégenos pasa por el punto
P de la figura, que esté en el plano definido por los otros tres
hidrogenos. Ademaés, este punto P esta a la misma distancia
d de los tres hidrogenos del plano, que verifica

L/2 L
cosf = 7 = ﬁ’
de modo que
L L

d= 2cos0 V3

El momento de inercia que pide el enunciado es entonces
I =3xmd?>=mL?

donde m es la masa del atomo de hidrégeno (m = 1.67 x 10727 kg). El valor numérico, con
L=0.18-10"m, es

I =541-10"*" kg-m?

Problema 1.3

7

Una placa rectangular uniforme de lados a y b tiene masa m.

a) Demostrar que su momento de inercia con respecto a un eje perpendicular a la placa
que pasa por uno de sus vértices es %m(a2 + b?).

b) Calcular el momento de inercia de la placa con respecto a un eje perpendicular a
ella que pasa por su centro de masas.

a) Consideremos un elemento de superficie de la chapa dzdy

situado en la posicion (z,y), como se indica en la figura de oY
la derecha. La masa de ese elemento es 0dS = odzdy, donde
o es la densidad de la chapa. Su contribucién al momento de
inercia es entonces x,y)

dI = dmr? = (2 + y?)odxdy, 0X

de modo que el momento de la chapa es

a b
I= / / (2 + y?)odrdy
0o Jo

Esto es,
b

a b a y3 a b3
I:a/ [/ (:c2+y2)dy]dx:a/ <x2y+> da;za/ (az2b+>dm‘:
0 0 0 3 0 0 3

b b “ @)

= Z(a®b+ ab®) = Zab(a® +1?)
;3 3
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Relacion 1 Momento angular y rotaciéon

Tengamos en cuenta ahora que, si la chapa es homogénea,
m

—
ab

de modo que, sustituyendo en (2), resulta finalmente

1
I = gm(a? + b2),

como queriamos demostrar.

b) El centro de masas de la chapa esta en su centro geométrico, es decir, en el punto (%, %),
cuya distancia al origen verifica
1
d* = (a® +%)

Teniendo en cuenta el teorema de los ejes paralelos, el momento de inercia de la chapa con respecto
al centro de masas, I, v respecto a un eje paralelo a él, I, estan relacionados mediante

I=1Icp +md?

Entonces
ICM =1- md2,

donde I es el momento de inercia calculado en el apartado anterior. Entonces

1 1 1
Irny = = 2402y = 24 32y 2, 32
cM 3m(a + ) 4m(a +b) 12m(a +b%)

Problema 1.4

7

La densidad de la Tierra no es uniforme, sino que varia con la distancia al centro como

r
— @ (1.22 _ 7) :
p(r) 7
donde R es el radio de la Tierra y C es una constante. Calcular

a) La constante C' en funciéon de la masa de la Tierra M y su radio;

b) el momento de inercia de la Tierra.

a) Por definicion, la masa M de la Tierra se puede calcular como

M = ///p(r)dV =4nC /OR (1.22 - %) r2dr,

teniendo en cuenta que p(r) tiene simetria esférica. Entonces

M = 4nC | =22
”C( 3 AR

1.22 1 1.22
R — R4) = A7CR3 (3 — 0.25> = 0.157 - 4rCR3,

de donde

1 M 6383M
47 0.157TR3 47 R3
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Momento angular y rotaciéon

b) El momento de inercia de la Tierra, por definicion, es

I= /7’2dm = ///p(r)erV = 477/0Rp(r)r4d7',

donde hemos tenido en cuenta de nuevo la simetria esférica de la densidad. Entonces

R
I = 47r0/0 (1.22 R) ridr = 4nC <5 RS — R ) = 4nC x 0.07TR",

o bien, utilizando (3),

|1 =0.491M R?|

Problema 1.5

Una particula de 3 kg de masa se mueve en el plano OXY con velocidad @ = 3i (m/s) a
lo largo de la linea y = 5.3 m.

a) Calcular el momento angular de la particula relativo al origen cuando la particula
esté en el punto P = (12, 5.3) m.

b) Se aplica sobre la particula una fuerza F = —3.9i (N). Determinar el momento
producido por esta fuerza cuando la particula pasa por el punto P.

a) Por definicion, el momento angular de una particula de masa m, velocidad ¥ en la posicion
7 es

1 j k
x Yy z|l=m
Uy Uy Uy

(yv, — 2vy)i + (20, — 20.)] + (2v, — Yoo )k

—

En nuestro caso

L = —myv.k,
es decir, numéricamente

L = —47.7k (kgm?/s)

b) El momento de una fuerza F' en una posiciéon 7, también por definicion, es

M=7xF =

= [(sz — sz)% + (2Fy — sz)j + (xFy — ny)l;;

éij 8 o
Q;ij@ oo
ARSI

En nuestro caso

M = —yF,k = 20.67k (N-m)
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Problema 1.6

7

Una nave espacial en forma de cono gira a 6 rev/min, y sus ocupantes quieren detenerla con
dos pequenas toberas diametralmente opuestas montadas en el contorno de la nave a una
distancia R = 3 m del eje de rotacion. Cada una de las toberas lanza un chorro de 10 g/s
de gas a una velocidad de 800 m/s. En vuelo, el momento de inercia del vehiculo alrededor
de su eje es de 4000 kg-m?. Calcular durante cuanto tiempo deben estar funcionando estas

toberas para detener la rotacién del vehiculo.

Consideremos la situacion de la figura de la derecha, que
representa una nave espacial girando con velocidad angu-
lar w; esta nave espacial tiene un cierto momento angular
E, que es perpendicular al plano del papel y esta orientado
hacia fuera. Cada tobera, situada en el borde exterior de la
nave, expele gas con una cierta velocidad v. La expulsion
de este gas a chorro durante un cierto tiempo produce un
impulso, es decir, una fuerza. Esta fuerza, a su vez, produce
un momento de fuerza que, tal como estan orientadas las
toberas, es antiparalelo al momento angular L. Asi pues,
el momento del impulso de las toberas tiende a detener la
rotacién de la nave.

El impulso generado en cada tobera estd dado por

_@_dm
Cdt dt

donde 11 es el ritmo de expulsion de gas. El momento de fuerzas neto generado en las toberas
es, por tanto

donde hemos tomado como positivo el sentido de E, y se verifica

dL dw
—=]—=M = -2
at ~ dt vl
Entonces
lwy — Iw; = —w; = —2mvRAt,
de donde I
Wi
At = ,
2muR
con
wi =61 g IV rad 1 min wrad
min min rev 60 s 5

M =2JR = —2muR,

Numéricamente, es

Problema 1.7

0.63 s~ 1

a) Suponiendo que la Tierra es una esfera homogénea de radio R y masa M, demostrar
que el periodo de rotacion terrestre alrededor de su eje, T, esta dado por T = bR?,
donde b = %ﬂ'% y L es el momento angular de la Tierra debido a su rotacién.
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b) Suponer que el radio r cambia en una cantidad pequena Ar debido a algin efecto
interno (como la dilatacion térmica). Demostrar que el periodo de la Tierra cambia
en una cantidad AT tal que AT/T = 2AR/R.

c¢) Calcular cuanto tendria que aumentar el radio de la Tierra para que el periodo
de rotacion cambiase en 0.25 dias/afo, de forma que los anos bisiestos no fueran
necesarios.

La Tierra es un sistema aislado. La fuerza que ejerce el Sol sobre ella es central y, por
tanto, no produce ningin momento de fuerza. Asi pues, el momento angular total de la
Tierra permanece constante. Entonces, suponiendo que la Tierra es una esfera homogénea
de radio R y masa M,

2r 2 02T
L:Iwzl?:gMR T
de donde
T= %%RZ =bR?, (4)
con
p= 2. M
I

como queriamos demostrar.

Supongamos entonces que el radio de la tierra cambia en una cantidad AR; en tal caso,
el periodo de rotacién cambia también en una cantidad AT que podemos calcular diferen-
ciando (4). Asi,

4 M
AT = —m—2RA
il RAR
Entonces
AT  37%2RAR
T e
esto es,
AT AR
= _—9— )
R )
como querfamos demostrar.
Despejando AR de (5) se tiene
RAT
AR = ——-
2T

Si el cambio del periodo es AT = 0.25 dias, entonces

AR = 0.000342R = 2.18 km,

donde hemos tomado R = 6371 km.
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Problema 1.8

7

Dos discos de igual masa y radios r y 2r giran sobre co-
jinetes sin rozamiento a la misma velocidad angular wy,
pero en sentidos opuestos, como se indica en la figura.
Los dos discos son lentamente impulsados el uno contra
el otro, hasta que sus superficies entran en contacto vy,
eventualmente, ambos giran con la misma velocidad an-
gular w. Calcular el médulo de w y el cambio de energia
cinética de rotacién del sistema.

Inicialmente, los dos discos giran en sentidos contrarios, de manera que sus momentos angu-
lares son opuestos. Si tomamos como positivo el sentido del momento angular del disco de radio
2r, el momento angular total del sistema es

1 1 3
L'i = Ile - IQU)O = <2M(2T)2 - 2M7"2> wo = §M’I"20.)0,

donde I; y Iy denotan, respectivamente, los momentos de inercia de los discos de radios 2r y
r. Puesto que los discos se acercan lentamente por una barra con la que no existe rozamiento,
no hay ningiin momento de fuerza ejercido sobre el sistema y, por tanto, el momento angular se
conserva. De esta forma, cuando los discos estan unidos entre si, el momento angular del sistema
es

L f= I w,

donde w es la velocidad angular comin cuando los discos estdn unidos y I es el momento angular
de los discos unidos, que esta dado por

5
I:h+Q:§Mﬂ

Entonces
L;= Ly,
de donde
3
w=-w
5 0

Por otra parte, la energia cinética inicial del sistema es
Lo 1o 5 55 99
Ki = 5]1(.&10 + 5[2600 = KMT Wo

y la energia final

de manera que
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Problema 1.9

7

El sistema de la figura se deja libre desde el reposo. Supo-
niendo que la cuerda, sin masa, no desliza sobre la polea,
calcular

a) la velocidad del cuerpo de 30 kg justo antes de que
toque la plataforma;

b) la velocidad angular de la polea en ese instante;

¢) las tensiones de las cuerdas; y

d) el tiempo que tarda el cuerpo de 30 kg en alcanzar
la plataforma.

)

Tomemos como inicial la configuracién en la que las masas y la polea estan en reposo, y la
masa de 30 kg se encuentra a una cierta altura sobre la plataforma. Tomando como origen
de energia potencial esta plataforma, la energia mecéanica inicial es entonces

Ey.; = magh, (6)

donde my = 30 kg y h = 2 m. Justo cuando la masa meo va a tocar la plataforma, ambas
masas y la polea se encuentran en movimiento. La energia cinética del sistema es entonces,
en esa configuracion, que llamaremos final,

1 1
Ky = §(m1 + mg)vz + 5[&)2,

donde m1 = 20 kg, v es la velocidad comin de ambas masas, I es el momento de inercia
de la polea y w es su velocidad angular, que se relaciona con v como

W= ;a (7)
donde r = 0.1 m es el radio de la polea. Por otra parte, cuando mo esta a punto de tocar
la superficie, la masa mq se situaréd a una distancia h por encima de ella, porque la cuerda
es inextensible. En consecuencia, la energia mecénica final del sistema es

1 2 1.9
Ep = §(m1 + mg)v” + ilw +migh (8)
Igualando (6) y (8), y teniendo en cuenta que I = %mrz, donde m = 5 kg es la masa de la
polea, resulta

v = \/M_ml)gh =2.73m/s

m1+m2+%m

Teniendo en cuenta la relacion (7), la velocidad angular de la polea es

w= v =273s"!
T

Para calcular las tensiones que actian sobre las masas m1 y mg tenemos que considerar las
fuerzas que actiian sobre ellas y sobre la polea; estas fuerzas se representan en la siguiente
figura:
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FR
s AL
A <
mq R
m, *a
mg ¥ |7,
m; g vmzﬁ

Para las masas my y mo, la segunda ley de Newton indica, respectivamente,
Ty —mig = mia (9)
maog — To = maa, (10)

donde a es la aceleracién comtn a ambas. Por otra parte, las tensiones 17 y T5 tienen
momentos no nulos sobre la polea, y se verifica

Sumando estas tres ecuaciones y despejando, la aceleracion del sistema resulta

mo — My 2
a=——"—"7¥/—"-—g=187Tm/s 11
m1+m2+%m / (11)

Sustituyendo ahora en las ecuaciones (9) y (10) resulta, respectivamente,

[Ty =mi(a+g) = 2334 N|

| T5 = ma(g — a) = 2379 N|

d) Finalmente, el tiempo que tarda la masa ms en caer se puede calcular teniendo en cuen-
ta que el movimiento es uniformemente acelerado y que, ademas, ms parte del reposo.
Entonces

1
h = —at?
DR

/2
t= —h:1.468
a

de donde
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Problema 1.10

7~

Consideremos una bolita de masa M y radio R situada
en la pista de la figura de la derecha. La bolita rueda sin
deslizamiento hacia abajo por la pendiente de la izquier-
da desde una altura hi, y luego desliza sin rodar por la
pendiente derecha hasta una altura hs. Suponiendo que
en la pendiente derecha no existe rozamiento con la pista,
calcular hs.

El movimiento de la bolita es distinto en el plano izquierdo y en el derecho. En el primero, la
bolita rueda, sin deslizamiento. Por otra parte, en el plano derecho no hay rozamiento, de manera
que la bolita no puede rodar, sino solo deslizar. En cualquier caso, la energia se conserva en el
proceso, puesto que no hay deslizamiento por el plano de la izquierda. Tomando como origen de
energia potencial el punto més bajo de la trayectoria, durante la rodadura por el plano de la
izquierda se verifica

1 1
Mgh; = §Mv2 + 51&;2, (12)

donde el miembro de la izquierda es la energia mecanica del sistema en el punto de partida y
el miembro de la derecha es la energia en el punto méas bajo de la trayectoria. En (12), v y w
son, respectivamente, la velocidad lineal y la angular de la bolita en el punto més bajo de la

trayectoria. Sustituyendo los valores I = %M Ryw= % resulta

7
Mgh, = EMU2,

esto es,

10
v? = 79h1 (13)

A partir del punto més bajo de la trayectoria, la bolita no rueda, de manera que la energia en
el punto més bajo de la trayectoria es solo de traslaciéon. Asi, se verifica en el plano de la derecha

1
5]\4—7}2 — MghQ,

de donde, teniendo en cuenta (13),
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Problema 1.11

7

Dos objetos cuelgan de dos cuerdas unidas a sendas ruedas
capaces de girar respecto a un mismo eje, como se muestra
en la figura. El momento de inercia total de las dos ruedas
es 40 kg-m?, y los radios son Ry = 1.2 m y Ry = 0.4 m.

a) Simi = 24 kg, calcular el valor de mg necesario para
que la aceleraciéon angular de las ruedas sea nula.

b) Si se colocan con suavidad 12 kg sobre mj, calcular
la aceleraciéon angular de las ruedas y la tensiéon en

las cuerdas.

a) Las fuerzas que acttian sobre el sistema, obviando el peso de la
polea y la fuerza de reaccion en este, son las que se representan en ‘
la figura de la derecha. Si la aceleracion angular de la polea es nula, T,
entonces también lo son las aceleraciones de las masas mq y mg, de Vﬂ
manera que se verifica

T =mg (14) T,

T = mag, ~
Por otra parte, los momentos de fuerza creados por las tensiones
T1 y T, que llamaremos M; y Ms, son de sentidos opuestos. Si la
aceleracion angular de la polea es cero, entonces

My = Ms, (15)

con
My =Ti Ry = mighy

y
My =To Ry = mag R,

donde hemos tenido en cuenta (?7?). Sustituyendo en (15) y despejando ms resulta entonces

m2:m1§;:72 kg

b) Si se coloca una cierta masa Am sobre mq, el sistema ya no tiene aceleracion angular nula
y, por tanto, las masas m; y mso tienen sendas aceleraciones a; y ae. La segunda ley de Newton
se escribe entonces
(my 4+ Am)g —T1 = (m1 + Am)ay (16)
Ty — mag = maas

y, para la rotacion,

T1R1 - TQRQ = IOé, (17)
donde I es el momento de inercia de la polea y « es su aceleraciéon angular, que se relaciona con
las aceleraciones a1 y as como

al ag
a=——=—— 18

Teniendo en cuenta (18), las ecuaciones (16) llevan a

T) = (m1+ Am)(g — Ricv)

Ty = mg(g + RQO[) (19)
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y, sustituyendo en (17),
(m1 4+ Am)(g — Rio)Ry — ma(g + Rea)Re = I,

de donde

_ _(m1+Am)gR, —magRy
I+ (m1+ Am)R? + moR3

=1.36 52

Las tensiones se calculan entonces a partir de (19):

I+ m2R2(R1 + RQ)
T = A =293.8 N
1= (mu+ Am)g [I + (m1 + Am)R2 + ma R3
I+ (m1+ Am)Ri(R1 + Ra)
Ty = =T449 N
2= Mg |: I+ (m1 + Am)R% + ng%

Problema 1.12

~

Un cilindro uniforme de masa mj y radio R gira sobre
un eje sin rozamiento. Alrededor del mismo se enrolla una
cuerda conectada a un bloque de masa mo, que esta apo-
yado en un plano inclinado un angulo 6 con el que no hay
rozamiento. El sistema se deja en libertad desde el reposo
cuando la masa ms se encuentra a una altura h sobre la
base del plano inclinado. Calcular

a) la aceleracion del bloque y la tension de la cuerda;
b) la velocidad del bloque cuando llega al final del plano.

¢) Analizar las respuestas para los casos extremos § =0, § = 90° y m; = 0.

a) Las fuerzas que acttian sobre la masa ms y sobre el
cilindro son las de la figura de la derecha. Para la ma-
sa mg, la segunda ley de Newton se escribe entonces
como

magcos — N =0

magsind — T = maa, (20)

donde a es la aceleracion de esa masa. Por otra parte,
la aceleracién del cilindro se debe al momento ejercido
por la tension de la cuerda. La ecuacién de rotacion
es

1
TR=Io = §m1R2a,
donde I = %m1R2 y

de manera que

T =—-mia (21)
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Sustituyendo en (20) y despejando, resulta entonces

gsiné
a=———m (22)
14—
2mo

y, de (21),

B lmlgsiHH
= 271 i
+ 2777,2

T (23)

b) Si no hay rozamiento, las fuerzas que acttian en el problema son conservativas, de manera
que la energia mecanica del sistema se conserva. Consideremos la situacion inicial en la que el
bloque de masa mo se encuentra a una altura h de la base del plano. Tomando que la energia
potencial gravitatoria es cero en esa base, la energia mecanica inicial del sistema es

Em,i = m29h,

puesto que tanto el bloque como el cilindro estan en reposo. Cuando el bloque llega al suelo, su
energia potencial gravitatoria es cero; por otra parte, el bloque tiene una cierta energia cinética de
traslacion, y el cilindro del que pende tiene una energia cinética de rotaciéon. La energia mecénica
cuando el bloque llega al final del plano es entonces

1

1
En = §m2112 + 5[002,

donde v es la velocidad de traslacion de ms y w es la velocidad angular del cilindro, que verifica

v
w=—=
R
La conservacion de la energia implica
Em,i = Em,f7
es decir,
1 1 1 11 S| 1
maogh = §m2v2 + §Iw2 = §m202 + iimlRQ% =3 <m2 + 2m1> v?
Entonces, despejando,
2gh
V= | —m
14+
+ 2m2
c) Si @ =0, las ecuaciones (22) y (23) dan
a=0
Yy
T =0,

que indica que el cuerpo de masa mo no se mueve. En efecto, eso es lo que cabria esperar si
el plano no esta inclinado, y ms estd apoyado en una superficie horizontal. Por otra parte, si
6 = 90°,
_ 9

mi
14+ —

2m2

a =
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Y 1
mig
T=s—m
21+ ml
2m2

que corresponde a my cayendo verticalmente sin rozamiento. Finalmente, el caso m; = 0 da
a=gsinf

T =0,

que corresponden a la situacién en la que ms cae por el plano sin ningin efecto de la polea
cilindrica.

Problema 1.13

7

Esfera maciza Esfera hueca

Una esfera hueca y otra solida (y uniforme) de igual masa
m e igual radio R ruedan sin deslizamiento por una rampa
desde la misma altura H de forma que ambas se mueven
horizontalmente al abandonar la rampa. Calcular el co-
ciente entre las distancias a las que ambas esferas golpean
contra el suelo.

Consideremos la situaciéon en la que las dos esferas estan en reposo en la parte superior de
la rampa, a una altura H. Si definimos el origen de energia potencial gravitatoria en el suelo,
entonces ambas esferas tienen una energia mecénica igual a su energia potencial gravitatoria a
esa altura H. Es decir,

-

m,l — Em 2 mgH
donde m es la masa de las dos esferas. Cuando llegan a la parte inferior de la rampa, a una cierta
altura h, las dos esferas tienen, por una parte, energia potencial gravitatoria y, por otra, energias
cinéticas de traslacién y de rotaciéon. En particular, sus energias al llegar al borde de la rampa
son

1 1
Ef; 1 = mgh + §mv% + ihw%

Y 1 1
Egﬂ = mgh + §mv§ + §I2w§,

donde v;, I; y w; son, respectivamente, la velocidad del centro de masas, el momento de inercia
y la velocidad angular de cada esfera; en particular,

W; =

U;
E?
2
Ii = ksz s
donde k£ = % para una esfera hueca y k = % para una esfera maciza. En definitiva,
V2

1 1
= mgh + mvl + L =mgh+ -m(1 + k1 )v}

Bt
R2 2

m,l
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Relacion 1 Momento angular y rotaciéon

B! Bt bmed + L0
=m —muy + —Ilh—=
m2 = MIRT GTM T 5 2 R
En ausencia de rozamiento, las energias inicial y final son iguales para cada esfera, de modo
que

1
= mgh + ém(l + ko)v3

1
mgH = mgh + §m(1 + kp)v?

y
1
mgH = mgh + im(l + k)3,
o bien
2g9(H — h)
v =4 ——-—2
1+ le
(24)
2g9(H — h)
vy = 4| ———2
1+ ko

Cuando llegan al final de la rampa, las dos esferas describen un movimiento parabélico, cada
una de ellas con una velocidad inicial horizontal. El tiempo que tardan en caer es independiente
de la velocidad de cada esfera, y esta dado por

. 2h
t=y/=,
9
y el alcance horizontal de cada bola es
Li = Ui£7

donde vy y vo estan dadas por (24). En definitiva, el cociente entre los alcances de las dos esferas

es
Ll_’Ul_ 1+k‘2

Ligivgi 1+l€1

Si los subindices 1 y 2 denotan a las bolas huecas y maciza, respectivamente, se tiene entonces

Problema 1.14

7

a) Una barra uniforme de longitud 3L pivota como se indica en la figura a) y se mantiene
en posicioén horizontal. Calcular la aceleracién angular inicial de la barra cuando se
suelta.

b) Considerar ahora una barra uniforme de longitud L que pivota en torno a su punto
medio, como se indica en la figura b). Se acopla a un extremo de la barra una carga
de masa 2m. Si se suelta el sistema desde la posicién horizontal, calcular la maxima
velocidad de la carga acoplada.
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-

a)

Las fuerzas que acttian sobre la barra son las que se indican
en la figura. A la izquierda del eje de giro actua el peso de
la porciéon de la barra de longitud 2L, y a la derecha actia
el peso de la porciéon de longitud L, y ambas fuerzas estan
aplicadas en los respectivos centros de masas. Ademas,
los momentos de fuerza generados por estos pesos son de
sentidos opuestos, y se verifica entonces

migli — magLo = Ia, (25) - 2L e
donde L; y Lo son las distancias de los centros de masas de \L
las dos porciones de la barra al eje de giro, I es el momento | myg
de inercia de la barra con respecto al eje de rotaciéon y « mg

es la aceleracién angular inicial de la barra.

Segun la figura, Ly = Ly Lo = % Por otra parte, puesto que la barra es homogénea,

2
mp=—-m
3 (26)
mo gm,
donde m es la masa de la barra. Finalmente, el eje de giro se sitia a una distancia d = %
del centro de masas de la barra. Segun el teorema de Steiner,
2 1 2 L\? 2
I =1Icy+md = Em(3L) +m 5 = mL (27)

En definitiva, sustituyendo (26) y (27) en (25) resulta

2 L
gmgL — gmg§ =mL?aq,
de donde, despejando, resulta
o=
2L

Consideremos la situacion en la que la barra y la pesa estan en posicion horizontal. Si toma-
mos esa configuracién como cero de la energia potencial gravitatoria, la energia mecanica
total del sistema es cero, porque todos sus elementos estdn en reposo. Asi,

Em,i =0

La maxima velocidad corresponde a la situacion en la que la pesa esta en el punto maés
bajo de la trayectoria y la barra es vertical, que llamaremos configuracién final. En tal caso,
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la energia potencial gravitatoria del sistema es tnicamente la debida a la pesa, porque el
centro de masas de la barra no ha cambiado de posicién. Entonces

L
Eps= *(Qm)gg

Por otra parte, la energia cinética del sistema es la suma de la energia de traslacion de la
pesa y de la de rotacién de la barra:

1 1
Ky = 5(2m)v2 + 5](;.)2,

donde v es la velocidad méaxima de la pesa, I = 1—12mL2 es el momento de inercia de la
barra y w es su velocidad angular, que se relaciona con v a través de

v

WZT/Q

En definitiva, la energia mecénica final del sistema es

1. (202 7
Ep = mv?® + 5[ (L) —mgL = émv2 —mgL
y se verifica
Em,f = 07
de donde
_ /8L
V7

Problema 1.15

7

La figura muestra un cilindro hueco de 1.8 m de

longitud, 0.2 m de radio y 0.8 kg de masa. El ci- 18m .
lindro puede girar libremente alrededor de un eje
vertical que pasa por su centro y es perpendicu-
lar al eje del cilindro. Dentro de éste existen dos
masas de 0.2 kg cada una, conectadas a sendos
muelles de constante k, longitudes naturales de
0.4 m y masas despreciables. Las paredes interio-
res del cilindro no tienen rozamiento.

|r08kg 02kg

“—f4m-—we— Odm

a) Calcular el valor de la constante elastica de los muelles sabiendo que las masas estan
localizadas a 0.8 m del centro del cilindro cuando este gira a 24 rad/s.

b) Calcular el trabajo necesario para el sistema pase del reposo a una velocidad angular
de 24 rad/s.

a) Cuando el sistema gira, la fuerza elastica que actiia sobre las masas ejerce el papel de fuerza

centripeta, de manera que se verifica

2

Eelgstica = kAx = m—

- (28)

Pagina 18 de 27



Relacion 1 Momento angular y rotaciéon

donde Az = 0.4 m es el alargamiento de los muelles, m = 0.2 kg, d es la distancia de las
masas al eje de rotaciéon y v es su velocidad, que se relaciona con la velocidad angular como

v=uwd (29)
Entonces, sustituyendo en (28) resulta
kAz = mdw?,
de donde, despejando
mdw?
k= =2304 N 30
o /m (30)

Por definicion, el trabajo puesto en juego para que se produzca la rotaciéon del sistema
coincide con el incremento de energia mecéanica en el mismo:

W = AK + AE,, (31)

donde AK se debe a la rotacion del cilindro y de las masas en su interior, y AE, es el
cambio de energia potencial elastica en las masas conectadas a los muelles. Entonces

1
AK = —Tw?,
2
siendo I es el momento de inercia del cilindro hueco y de las masas:
1 2 1 2

Por otra parte, las masas conectadas a los muelles son discos, es decir, cilindros de altura
menor que su radio. El momento de inercia de un cilindro de radio r y altura [ con respecto
a un eje perpendicular al eje del cilindro que pase por su centro es
1. = 1mr2 + —ml?
c 4 12
En nuestro caso, Il < r, y el radio del disco coincide con el radio interior del cilindro, de

manera que

1
IC ~ ZmR2

Pero los discos no giran en torno a uno de sus diametros, sino respecto a un eje paralelo
situado a una distancia d de ellos. Aplicando el teorema de Steiner, resulta

1
I, =1.+md>= ZmR2 + md?

En definitiva, sustituyendo en (32) queda

1 1 1
I= 5mCR2 + EmCL2 + ngQ + 2md?

y el incremento de energia cinética

11 1
AK = 5 §(m + me)R* + ﬁmcL2 + 2md? | w?
Por otra parte,
1
AE, = ikm?,
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donde k esta dado por (30). En definitiva, sustituyendo en (31), resulta

11 1 1
W = 5 i(m + m.)R? + EmCL2 + 2md?| w? + ik‘A:pQ

esto es, numéricamente,

W =160.1J

Problema 1.16

( )

En un pozo hay una polea cuyo tambor, con forma de disco, tiene masa m; y radio R.
Alrededor de la polea se enrolla un cable de masa m. y longitud L, de donde cuelga un
cubo de agua de masa my. Cuando el cubo esté arriba, se suelta la polea y el cubo cae
por el brocal del pozo. Calcular la velocidad a la que se mueve el cubo cuando ha caido
una distancia d < L.

Consideremos la situacién en la que el cubo estéa en la parte superior del brocal del pozo, y
tomemos la energia potencial gravitatoria igual a cero en esa configuracion. Puesto que el sistema
se encuentra en reposo, la energia mecanica es igual a cero en esa configuracion, que llamaremos
inicial. Asi pues

Em,i =0

Cuando el cubo ha caido una cierta distancia d por el brocal, situacién que llamaremos final,
se han producido varios cambios en la energia del sistema. En primer lugar, la polea esta girando
con una cierta velocidad angular w, a la vez que el cubo y la cuerda se mueven con una cierta
velocidad v. La energia cinética del sistema en la situacién final es entonces

1 1
Kf = 5[(4.)2 + i(mc + mb)’U2,
donde
v
w=—
R
Y 1
I = §mtR2

Por otra parte, el cubo ha caido una distancia d y la cuerda se ha desenrollado de la polea,
lo que implica que la energia potencial gravitatoria de ambas ha cambiado. Teniendo en cuenta
la eleccion de origen que hemos hecho, resulta

Ep s = —mpgd — mygh,

donde m/, es la masa de la cuerda que se ha desenrollado y h es la posicion del centro de masas
de la cuerda cuando el cubo ha bajado una cantidad d. Como la cuerda es homogénea, resulta

d
h=—
2
y, ademaés, se verifica
/
-2 »
de modo que
, d
m.,= mcz
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En definitiva, la energia mecénica final del sistema es

1/1 !
Ep = 5 <2mt+mb+m0) v? — (mb—i-n;C) gd

y, puesto que la energia se conserva en este movimiento,

1/1 !
5 <2mt+mb+mc)v2— (mb+n;c>gd:0

de donde, simplificando y teniendo en cuenta (33), resulta

meL + mcd
v = il gd
(§mt + my + mc) L

Problema 1.17

7

Un aro de 1.5 kg de masa y radio 65 cm tiene una cuerda enrollada a su circunferencia
y estd apoyado en posicién plana sobre una mesa horizontal sin rozamiento. Se tira de la
cuerda con una fuerza de 5 N, y la cuerda no se desliza sobre el aro. Calcular

a) la distancia que recorre el centro del aro en 3 s;

b) la velocidad angular del aro respecto a su centro de masas al cabo de ese tiempo.

a) El aro esta sometido a una fuerza constante I’ paralela al plano sobre el que se apoya, de

manera que la aceleraciéon de su centro de masas verifica
F =macypy,

donde m es la masa del aro. Es decir,
F
acpy = — = 3.33 m/s.2
m

En un intervalo de tiempo At, el espacio recorrido por el aro en su movimiento uniforme-
mente acelerado es

1
Axr = iaCMAtZ =15m

El aro gira instantaneamente en torno a un eje de rotacién situado en el punto de contacto
con el plano. El centro de masas del sistema, por otra parte, esta siempre en la vertical de
este punto de contacto, de manera que se verifica

_acum

a=—0 = 5.13 572,

de modo que la velocidad angular al cabo de un intervalo de tiempo At es

w=aAt =15.38 s7!
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Problema 1.18

7

Un cilindro uniforme de masa M y radio R tiene enrollada
una cuerda fuertemente sujeta. El cilindro cae verticalmen-
te, como se indica en la figura. i

a) Demostrar que la aceleracion del cilindro esté dirigi-
da hacia abajo, y que su modulo es a = 2¢/3.

b) Calcular la tension de la cuerda.

a) Las fuerzas que actuan sobre el cilindro son las que apa-
recen en la figura de la derecha. De ellas, el peso mg no
ejerce ningin momento de fuerza, mientras que T si lo
ejerce. La segunda ley de Newton se escribe entonces

~|

mg — T = ma, (34)

donde a es la aceleracion del centro de masas del sistema.
Por otra parte, para la rotacién del cilindro se verifica
mg
TR = Ia, (35)
donde I = %mR2 es el momento de inercia con respecto al eje de rotaciéon y « es la acele-
racion angular del cilindro, que verifica

a
a=—
R
Sustituyendo en (35) y despejando resulta
la 1
T = ﬁ = §ma
y sustituyendo en (34),
1
mg — —ma = ma,
2
de donde
2
a==
397

como queriamos demostrar.

b) La tension de la cuerda se calcula a partir de (34):

1
T:m(g—a):§mg

Problema 1.19

Una esfera sélida uniforme rueda sin deslizar sobre un plano inclinado. Calcular la incli-
naciéon del plano si la aceleracion del centro de masas de la esfera es 0.2g.
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Las fuerzas que actiian sobre la esfera son las que se re-
presentan en la figura de la derecha. La segunda ley de
Newton para el sistema se escribe entonces

mgsin ¢ — f = ma, (36)

mgcos¢p — N =0

donde a es la aceleracion del centro de masas del sistema.
Por otra parte, la aceleraciéon se debe al momento de la
fuerza de rozamiento, y se verifica

2
ﬁR:m:5mﬁm (37)
donde m y R son, respectivamente, la masa y el radio de la esfera y « es su aceleracion

angular, que se relaciona con a como

De (37) resulta entonces

y, sustituyendo en (36),

7
mgsing = ma + f, = £Ma,

de donde

¢ = arcsin Ta =16.3
59

Problema 1.20

’

Un cilindro macizo uniforme de madera rueda sin deslizar sobre un plano inclinado un
angulo 0 con el que tiene un coeficiente de rozamiento estatico u.. Calcular

a) la aceleracion del centro de masas del cilindro;
b) la fuerza de rozamiento que actia sobre él;

¢) el valor maximo del angulo de inclinacion del plano para el cual el cilindro rueda sin
deslizamiento.

Las fuerzas que acttian sobre el cilindro que cae por el plano inclinado son las mismas que
aparecen en la figura del problema 19.

a) La segunda ley de Newton se escribe entonces como

mgsinf — f, = ma (38)
mgcosf — N =0, (39)

donde m es la masa del cilindro y a es la aceleraciéon de su centro de masas. Por otra parte,
la Ginica fuerza que ejerce momento sobre el cilindro es la fuerza de rozamiento, de manera
que la ecuacién que describe la rotacién del cilindro es

a
R=1Ia=1I—,
[ a=Ig
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donde R es el radio del cilindro, I = %mR2 su momento de inercia y « su aceleracion
angular. De aqui,
I
fr= ﬁa (40)
y, sustituyendo en (38),
mgsin 6 — RQa = ma,
de donde, despejando, resulta
mgsinf 2
a=——F = ;gsinf
m + RZ 3
b) La fuerza de rozamiento que acttia sobre el cilindro est4 dada por (40):
1 1 ,
fr= gmae = gmg sin ¢ (41)

¢) Si el cilindro rueda por el plano sin deslizar, la fuerza de rozamiento (41) debe ser menor

que la fuerza de rozamiento estética, dada por

frs = pteN = pemgcos (42)

Si la fuerza de rozamiento (41) iguala el valor (42), la rotacion de la bola no sera capaz de
compensar la accion del rozamiento y el objeto deslizar. Asi, el valor maximo del dngulo

para el que la bola no desliza verifica

1 .
HeTmrg COS Hma’z = gmg Sl emdz

de donde, despejando,

Omaz = arctan (3pe)

Problema 1.21

7

Un cilindro uniforme de masa M y radio R descansa
sobre un bloque de masa m, el cual a su vez estd en
reposo sobre una mesa horizontal con la que no tiene
rozamiento, como se indica en la figura. Al aplicar una
fuerza horizontal F al bloque, éste acelera y el cilindro
rueda sin deslizar. Determinar la aceleracién del bloque.

Las fuerzas que actian sobre el bloque son la exter-
na, ﬁ, y la fuerza de rozamiento debida al cilindro
que esta sobre él, Fjﬂ, que se opone al movimiento del
bloque y tiene, por tanto, el sentido de la figura. Por
otra parte, sobre el cilindro actiia la una fuerza igual
en médulo a Fj., pero de sentido contrario. La segun-
da ley de Newton se escribe entonces, para el bloque
y el cilindro, como

F — F, =mapg
Fr:MaC’7
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donde ap y ac son las aceleraciones del bloque y del cilindro referidas a un sistema inercial, y
m y M son sus masas respectivas.

Por otra parte, la fuerza de rozamiento ejerce un momento de fuerza que produce la rotacién
del cilindro, y se verifica

1
F.R=1Ia= 5MR?@,
donde « es la aceleraciéon angular del cilindro. Esta aceleraciéon angular se traduce en una cierta
aceleracion del centro de masas del cilindro, que esté referida al eje instantaneo de giro. Es decir,

la aceleraciéon angular a produce una aceleracion del cilindro respecto al bloque sobre el que se
apoya, a,, que se relaciona con o como

donde el signo menos se debe a que el cilindro rueda en sentido antihorario y, por tanto, produce
una aceleracién opuesta a ag y ac. Las aceleraciones a,, ac y ap estdn relacionadas como

ac = ap + a,
En definitiva, las ecuaciones de movimiento en el sistema son

43
44

F—F,. =map
F. = Mac

45

(
(
(
(46

)
)
)
)

De las ecuaciones (44) y (45) resulta

a, = —2ac¢
que, usando ademaés (46), lleva a
1
ac = gaB
Sustituyendo en (43) y (44) y despejando resulta, finalmente,

3F

ap = ————

B= M + 3m

Problema 1.22

e

Un baston uniforme de 2 m de longitud se apoya sobre el hielo formando un angulo de 30°
con la superficie horizontal. El bastén cae desde el reposo, manteniendo en todo momento
su extremo inferior en contacto con la superficie del hielo. Suponiendo que éste no ejerce
rozamiento, calcular la distancia que se mueve el extremo inferior mientras el bastén cae
completamente sobre la superficie helada.

Las fuerzas que estan actuando sobre el baston son las que

se representan en la figura: el peso mg y la reacciéon normal

de la superficie de apoyo, N. Como no existen fuerzas en la

direccién horizontal, el centro de masas del sistema no se

desplaza horizontalmente, y podemos tomar el origen del ‘l
sistema de referencia en la coordenada vertical del centro mg

Xo
. : >
de masas, por tanto. FEn tal caso, La distancia que se mueve i
1
el extremo interior del bastén es entonces i
-
x

Axr =z — x0,
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donde
To = — cosf
y
L
xr = 5,

donde L es la longitud del bastén y 0 es el angulo que forma el bastén con la horizontal. En
definitiva,

L
Az = 5(1 —cosf) =0.134 m = 13.4 cm

Problema 1.23

’

Una bola de billar inicialmente en reposo recibe un golpe instantaneo mediante un taco.
El impulso es horizontal y se aplica a una distancia 2R/3 por debajo del centro de masas
de la bola. La velocidad inicial de la bola es vy, y el coeficiente de rozamiento cinético es

te. Calcular

a) la velocidad angular inicial wy.
b) la velocidad de la bola una vez que comienza a rodar sin deslizamiento.

¢) la energia cinética inicial de la bola justo después del golpe.

Cuando recibe el golpe del taco, la bola de billar adquiere un momento lineal igual al

impulso de la fuerza aplicada
Ap = FAt = muy,

donde At es el tiempo durante el que actiia la fuerza y vg es la velocidad inicial de la bola.
Anéalogamente, la bola adquiere un momento angular al ser golpeada, igual a

AL =rAp= ;RAp,

donde 7 es la distancia al eje de rotacién del punto de impacto de la fuerza. Puesto que el
punto de impacto esta situado a una distancia %R por debajo del centro de masas, la bola
empieza a moverse en sentido antihorario, con una velocidad angular inicial que verifica

AL = Two, (47)

esto es,

AL gmBw 5w
I ZmR? 3R

(48)

wo =

El signo “—” en (47) y (48) indica que el sentido de la velocidad angular wy es tal que da
lugar a una velocidad lineal opuesta a vg.

A partir del momento en que se golpea, la bola se desplaza por la superficie sometida a su
peso mg, a la fuerza de reaccién normal N y a la fuerza de rozamiento F,.. La segunda ley
de Newton se escribe entonces para la bola como

_Fr:_McN:ma (49)
mg — N =0, (50)
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donde a es la aceleracion del centro de masas de la bola. De (49) resulta F, = u.mg y, por
tanto,

a = —HlcY,

de manera que la velocidad instantédnea de traslaciéon de la bola verifica
v(t) = vg — at = vy — pegt, (51)

que indica que la velocidad de la bola disminuye conforme se mueve

Con respecto a la rotacion, la inica fuerza aplicada que ejerce momento es la de rozamiento,
que esta aplicada a una distancia R del eje de rotacion. Se verifica entonces

F.R=Iaq,

donde « es la aceleracion angular de la bola; en este caso, el signo es positivo, porque el
momento de la fuerza de rozamiento produce una aceleracion en la direcciéon de movimiento
de traslacion de la bola. De aqui,

_ F.R _ pemgR S peg

@ I %mR2_2R’

de forma que la velocidad angular instanténea es

D fed
t) = ——1 52
donde wy esta dado por (48). La ecuacion (52) indica que la velocidad angular de la bola
aumenta conforme se mueve.

Asi pues, esta bola con impulso inicial tiene una velocidad angular inicial opuesta a la
velocidad de traslaciéon pero que va aumentando en el tiempo; andlogamente, la velocidad
de traslacion disminuye en el tiempo. En un cierto instante ¢ se cumple la condicién

v(t) = w(t)R,

y a partir de ese momento la bola gira sin deslizar. Teniendo en cuenta (51) y (52), el
tiempo en el que se verifica la condicién de rodadura verifica

_ D g -
Vo — pegt = wo + 5”& t,
esto es,
F= 10
21 pieg

En ese instante, la velocidad de la bola es entonces

-5
U(E) =0 — pegt = ﬁvo

La energia cinética inicial de la bola es

Lo 1.5
Kzimvo+§lw0

es decir, teniendo en cuenta (48) y simplificando,

9

K = 8™
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