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VIBRACIONES RETICULARES: FONONES 
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APROXIMACIÓN ARMÓNICA 

𝑈 𝑟 = 𝑈 𝑟 0 + 𝛻𝑈 𝑟  
𝑟 0

· 𝑢 +

+
1

2
 

𝜕2𝑈 𝑟 

𝜕𝑟𝑖𝜕𝑟𝑗
 
𝑟 0𝑖𝑗

𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑂 𝑢𝑖
3

 

𝑢 = 𝑟 − 𝑟 0 

𝑈 𝑟 ≈ 𝑈 𝑟 0 +
1

2
 

𝜕2𝑈 𝑟 

𝜕𝑟𝑖𝜕𝑟𝑗
 
𝑟 0𝑖𝑗

𝑢𝑖𝑢𝑗  

APROXIMACIÓN ARMÓNICA 

VIBRACIONES RETICULARES 

𝐻𝑒 = 𝑇𝑒 𝑝 𝑖 + 𝑈′𝑒 𝑟 𝑖 + 𝑈𝑒𝑃𝑅 𝑟 𝑖 , 𝑅𝑗
0  

𝐻𝑃𝑅 = 𝑇𝑃𝑅 𝑃𝑗 + 𝑈′𝑃𝑅 𝑅𝑗 + 𝑈𝑒𝑃𝑅 𝑅𝑗 , 𝑟 𝑖
0  

Electrones 

Partículas reticulares 

Fuertemente acopladas Modos normales 

Deslocalizadas 

𝑈(𝑟) 

𝑟 

𝑟0 
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MODELO DE DEBYE 

HIPÓTESIS 

Las partículas reticulares forman un sistema 
tridimensional de osciladores acoplados 

Las frecuencias normales del sistema 
se encuentran en el rango 0 ≤ 𝜔 ≤ 𝜔𝐷 

El sólido se comporta como un medio 
no dispersivo 

𝜔 𝑘 = 𝑣𝑠𝑘 

Las energías del sistema están cuantizadas 
en unidades de ℏ𝜔 

DENSIDAD DE MODOS 𝐷(𝑘) 

𝐷 𝒌 =
3𝑉

8𝜋3
 

DENSIDAD DE MODOS 𝐷(𝜔) 

𝐷 𝜔 =
3𝑉

2𝜋2𝑣𝑠
3 𝜔2 

𝜔𝐷 ≡ Frecuencia de Debye 

𝐷 𝜔 𝑑𝜔 =
3𝑉

8𝜋3
4𝜋𝑘2𝑑𝑘 

3𝑁 =  𝐷 𝜔 𝑑𝜔
𝜔𝐷

0

=
𝑉

2𝜋2𝑣𝑠
3 𝜔𝐷

3  

𝜔𝐷 = 6𝜋2𝑛 1/3𝑣𝑠 

𝑘𝐷 (vector de onda de Debye) = 6𝜋2𝑛 1/3 

𝑇𝐷 (temperatura de Debye) =
ℏ𝜔𝐷

𝑘𝐵
 

𝐷 𝜔 =
9𝑁

𝜔𝐷

𝜔

𝜔𝐷

2
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MODELO DE DEBYE 

Energía del subsistema reticular 

𝐸(𝑇) =  ℏ𝜔𝐷 𝜔 𝑛 𝜔, 𝑇 𝑑𝜔
𝜔𝐷

0

 

𝐸 𝑇 =
9𝑁ℏ

𝜔𝐷
3  

𝜔3𝑑𝜔

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1

𝜔𝐷

0

 

𝑛 𝜔,𝑇 =
1

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1
 Distribución de Planck 

Calor específico reticular 

𝑐𝑣
𝑟𝑒𝑡 =

𝜕
𝐸
𝑉

𝜕𝑇
=

9𝑘𝐵

𝜔𝐷
3

𝑁

𝑉

ℏ

𝑘𝐵𝑇

2

 
𝜔4𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇𝑑𝜔

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1 2

𝜔𝐷

0

 

𝑥 =
ℏ𝜔

𝑘𝐵𝑇
 

𝑐𝑣
𝑟𝑒𝑡 = 9𝑘𝐵

𝑁

𝑉

𝑇

𝑇𝐷

3

 
𝑥4𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑒𝑥 − 1 2

𝑇𝐷/𝑇 

0

 

Límite de alta temperatura 𝑻 ≫ 𝑻𝑫  

𝑒𝑥 − 1 −2 = 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2 + ⋯ − 1

−2

=

=
1

𝑥2
1 +

1

2
𝑥 + ⋯

−2

≈
1

𝑥2

 

lim
𝑇≫𝑇𝐷

𝑐𝑣
𝑟𝑒𝑡 = 3𝑛𝑘𝐵 

Límite de baja temperatura 𝑻 ≪ 𝑻𝑫  

 
𝑥4𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑒𝑥 − 1 2

∞

0

=
4𝜋4

15
 

𝑇𝐷

𝑇
→ ∞ 

lim
𝑇≪𝑇𝐷

𝑐𝑣
𝑟𝑒𝑡 =

12𝜋4

5
𝑛𝑘𝐵

𝑇

𝑇𝐷

3

 

Ley de Dulong y Petit 
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MODELO DE DEBYE 

EXTRAORDINARIO BUEN ACUERDO 𝑐𝑣
𝑟𝑒𝑡 = 𝐴𝑇3 + 𝛾𝑇 

A temperaturas intermedias, el modelo de Debye no es 
válido porque ignora el carácter discreto de los sólidos 

Argón Cobre 
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CADENA LINEAL MONOATÓMICA 

𝑎 

𝑥𝑛 = 𝑛𝑎 𝑥𝑛+1 𝑥𝑛+2 𝑥𝑛−1 𝑥1 𝑥𝑁 

𝑢𝑛 𝑢𝑛+1 𝑢𝑛+2 𝑢𝑁 𝑢𝑛−1 𝑢1 

𝐹 𝑥𝑛 = −  𝐶𝑝 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+𝑝 + (𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−𝑝)

𝑝>0

 

𝑚
𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
= −  𝐶𝑝 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+𝑝 + (𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−𝑝)

𝑝>0

 

𝑢1 = 𝑢𝑁 CC periódicas 

Aproximación de primeros vecinos 

𝑚
𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
= 𝐶 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛  

… 

… … 

… 
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CADENA LINEAL MONOATÓMICA 

𝑢𝑛 𝑥𝑛, 𝑡 = 𝑢𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑛−𝜔𝑡) 

𝐷 𝑘 =
𝐿

2𝜋
 

𝑢𝑛±1 𝑥𝑛±1, 𝑡 = 𝑢𝑛𝑒±𝑖𝑘𝑎 

−𝑚𝜔2 = 𝐶 𝑒𝑖𝑘𝑎 + 𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 2 = 2𝐶(𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎 − 1) 

𝜔2 =
2𝐶

𝑚
(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎) 

𝜔(𝑘) = 2
𝐶

𝑚
𝑠𝑒𝑛

𝑘𝑎

2
 

Ondas planas como soluciones 

CC periódicas 𝑘 =
2𝜋

𝑁𝑐𝑎
𝑚     𝑚 ∈ ℤ 

Densidad de estados 

Relación de dispersión 

 Comportamiento dispersivo 

 Existe una frecuencia máxima, que se 
alcanza en el contorno de zona 

𝜔𝑀 = 𝜔 𝑘 = 𝜋 𝑎 = 2 𝐶 𝑚  

 El modo en CZ es estacionario 

 En el límite 𝑘 → 0: 

𝜔 𝑘 ≈
𝑎

2
𝜔𝑀𝑘 ≡ 𝑣𝑠𝑘 

 Número total de modos = Nc 

𝜔 𝑘  

𝑘 
CZ 

𝜔𝑀  
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CADENA LINEAL DIATÓMICA 

𝑎 

𝑥𝑛 = 𝑛𝑎 𝑥
𝑛+

1
2
 𝑥𝑛+1 𝑥

𝑛−
1
2
 𝑥1 𝑥𝑁 

𝑢𝑛 𝑣
𝑛+

1
2

 𝑢𝑛+1 𝑢𝑁 𝑣
𝑛−

1
2

 𝑢1 

𝑚1

𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
= 𝐶(𝑣

𝑛+
1
2

+ 𝑣
𝑛−

1
2

− 2𝑢𝑛) 𝑚2

𝑑2𝑣
𝑛+

1
2

𝑑𝑡2
= 𝐶(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 − 2𝑣

𝑛+
1
2
) 

Aproximación de primeros vecinos 

CC periódicas 

𝑢𝑛 𝑡 = 𝑢𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑛 −𝜔𝑡) = 𝑢𝑒𝑖(𝑘𝑛𝑎−𝜔𝑡) 

𝑣
𝑛±

1
2

𝑡 = 𝑣𝑒𝑖(𝑘𝑛𝑎−𝜔𝑡)𝑒±
𝑖𝑘𝑎
2  

𝑚1𝜔
2 − 2𝐶 𝑢 + 2𝐶 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝑎

2
𝑣 = 0

2𝐶 𝑐𝑜𝑠
𝑘𝑎

2
𝑢 + 𝑚2𝜔

2 − 2𝐶 𝑣 = 0 

 

… … 

… … 

𝑚2 > 𝑚1 
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CADENA LINEAL DIATÓMICA 

𝜔 =
𝐶 𝑚1 + 𝑚2

𝑚1𝑚2
1 ± 1 −

4𝑚1𝑚2

𝑚1 + 𝑚2
2 𝑠𝑒𝑛2

𝑘𝑎

2

1/2

 

Relación de dispersión 

Comportamiento dispersivo 

Rama acústica 

Rama óptica 

𝜔𝑎𝑐 𝑘 = 0 = 0 

𝜔ó𝑝 𝑘 = 0 ≠ 0 

𝜔 𝑘  

𝑘 

CZ 

Acústica 

Óptica 



CADENA LINEAL DIATÓMICA 

Rama acústica 

 Existe una frecuencia máxima, que se 
alcanza en el contorno de zona 

𝜔𝑀
𝑎𝑐 = 2𝐶 𝑚2  

 Velocidad de grupo de los modos acústicos 

 En el límite 𝑘 → 0: 

𝜔 𝑘 ≈
𝐶

2 𝑚1 + 𝑚2
𝑎𝑘 

 Número total de modos = Nc 

𝑣𝑔
𝑎𝑐 𝑘 =

1

2𝜔𝑎𝑐(𝑘)

𝑎𝐶

𝑚1 + 𝑚2

𝑠𝑒𝑛 𝑘𝑎 

1 −
4𝑚1𝑚2

(𝑚1 + 𝑚2)2 𝑠𝑒𝑛2 𝑘𝑎
2

 

 El modo en CZ es estacionario 

𝜔 𝑘  

𝑘 

CZ 



𝜔 𝑘  

𝑘 

CZ 

12 

CADENA LINEAL DIATÓMICA 

Rama óptica 

 Existe una frecuencia máxima, que se 
alcanza en 𝑘 = 0.  

𝜔𝑀
ó𝑝

=
2𝐶 𝑚1 + 𝑚2

𝑚1𝑚2
 

 Velocidad de grupo de los modos ópticos 

 Número total de modos = Nc 

𝑣𝑔
ó𝑝

𝑘 = −
1

2𝜔ó𝑝(𝑘)

𝑎𝐶

𝑚1 + 𝑚2

𝑠𝑒𝑛 𝑘𝑎 

1 −
4𝑚1𝑚2

(𝑚1 + 𝑚2)2 𝑠𝑒𝑛2 𝑘𝑎
2

 

 Los modos en k = 0 y CZ son estacionarios 

 Existe una frecuencia mínima, que se 
alcanza en CZ.  

𝜔𝑚
ó𝑝

= 2𝐶 𝑚1  

𝜔𝑚
ó𝑝 

∆𝜔 = 2𝐶
1

𝑚1
−

1

𝑚2
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ESPECTRO GENERAL DE VIBRACIÓN 

𝑈 𝑟 =
1

2
 

𝜕2𝑈 𝑟 

𝜕𝑟 𝑝𝜕𝑟 𝑞
 
𝒓0𝑝𝑞

𝑢𝑝 𝑟 𝑢𝑞 𝑟 =
1

2
  𝐶𝑛,𝛼,𝑖

𝑚,𝛽,𝑗
𝑢𝑛,𝛼,𝑖𝑢𝑚,𝛽,𝑗

𝑚,𝛽,𝑗𝑛,𝛼,𝑖

 𝐶
𝑛,𝛼,𝑖

𝑚,𝛽,𝑗
=

𝜕2𝑈 𝑟 

𝜕𝑟𝑛,𝛼,𝑖𝜕𝑟𝑚,𝛽,𝑗
 
𝑟 0

 

𝐹𝑛,𝛼,𝑖
𝑚,𝛽,𝑗

= −𝐶𝑛,𝛼,𝑖
𝑚,𝛽,𝑗

𝑢𝑚,𝛽,𝑗 
Componente i de la fuerza sobre el átomo α de la celda 𝑛 debida 

al desplazamiento en la dirección i del átomo β de la celda 𝑚 

Componente i de la fuerza total sobre el átomo α de la celda 𝑛 𝐹𝑛,𝛼,𝑖 = −  𝐶𝑛,𝛼,𝑖
𝑚,𝛽,𝑗

𝑢𝑚,𝛽,𝑗

𝑚,𝛽,𝑗

 

𝑚𝛼

𝑑2𝑢𝑛,𝛼,𝑖

𝑑𝑡2
+  𝐶𝑛,𝛼,𝑖

𝑚,𝛽,𝑗
𝑢𝑚,𝛽,𝑗

𝑚,𝛽,𝑗

= 0 

𝑢𝑛,𝛼,𝑖 =
1

𝑚𝛼
𝑢𝛼,𝑖(𝑘)𝑒𝑖(𝑘·𝑟 𝑛,𝛼−𝜔𝑡) 

−𝜔2𝑢𝛼,𝑖(𝑘) +  𝐷𝛼,𝑖
𝛽,𝑗

(𝑘)𝑢𝛽,𝑗(𝑘)

𝛽,𝑗

= 0 

𝐷𝛼,𝑖
𝛽,𝑗

𝑘 =
1

𝑚𝛼𝑚𝛽
 𝐶

𝑛,𝛼,𝑖

𝑚,𝛽,𝑗
𝑒𝑖𝑘·(𝑟 𝑚,𝛽−𝑟 𝑛,𝛼)

𝑚

 
𝐷𝑒𝑡 𝐷𝛼,𝑖

𝛽,𝑗
𝑘 − 𝜔2𝕀 = 0 

Soluciones de onda plana 

(3r ecuaciones) 

Sólido con Nc celdas, cada una de ellas con r átomos, oscilando en las tres direcciones del espacio 
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ESPECTRO GENERAL DE VIBRACIÓN 

𝜔 𝑘  

𝑘 
CZ 

3 ramas acústicas -> 3Nc modos 

3r - 3 ramas ópticas -> 3(r-1)Nc modos 

3rNc modos 

LA 
TA1 
TA2 

LO 
TO1 
TO2 

LO 

TO1 

TO2 

Longitudinales 
1 acústica 

r - 1 ópticas 

Transversales 
2 acústicas 

2r - 2 ópticas 

…
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EJEMPLOS 
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DENSIDAD DE MODOS DE VIBRACIÓN 

DENSIDAD DE MODOS 𝐷𝑠 𝜔  𝐷𝑠(ω)𝑑ω es el número de modos de vibración 
con frecuencias entre ω y ω + 𝑑ω en la rama 𝑠. 

𝑆𝑠 ω + 𝑑ω  

𝑆𝑠 ω  

𝐷𝑠 𝜔 𝑑𝜔 = 𝐷 𝑘 𝑑𝑉∗ =
𝑉

8𝜋3
 𝑑𝑆𝑑𝑘⊥

𝑆𝑠(𝜔)

 

𝑘 

𝑑𝑘⊥ 

𝑑𝜔 = 𝛻𝑘𝜔𝑠 𝑘 · 𝑑𝑘 = 𝛻𝑘𝜔𝑠 𝑘 𝑑𝑘⊥ 

𝑑𝑘⊥ =
𝑑𝜔

𝛻𝑘𝜔𝑠 𝑘
 

𝐷𝑠 𝜔 =
𝑉

8𝜋3  
𝑑𝑆

𝛻𝑘𝜔𝑠 𝑘𝑆𝑠(𝜔)
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FONONES: ENERGÍA Y MOMENTO CRISTALINO 

Mecánica Cuántica La misma relación de dispersión, pero distintas energías. 

𝜀𝐶𝑙á𝑠𝑖𝑐𝑎 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2 𝜀𝐶𝑢á𝑛𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝑛𝑠 𝜔 +

1

2
ℏ𝜔 

Principio de 
dualidad  

FONÓN 
Bosón virtual asociado a las vibraciones 

reticulares en un sólido 

𝜀𝑠 𝑘 = ℏ𝜔𝑠(𝑘) 

𝑝 = ℏ𝑘 Momento cristalino 
NO ES EL MOMENTO, puesto que  

𝑘 ≡ 𝑘 + 𝐺  

Energía  POBLACIÓN DE FONONES 

Modo normal en el estado excitado 𝑛𝑠 𝑘  

𝜀 = 𝑛𝑠 𝑘 +
1

2
ℏ𝜔 

𝒏𝒔 𝒌  fonones con energía 

ℏ𝝎𝒔(𝒌)  

𝑛𝑠 𝑘, 𝑇 =
1

𝑒ℏ𝜔𝑠 𝑘 /𝑘𝐵𝑇 − 1
 Distribución de Planck 


