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Relacion 4 Sistemas con orden magnético

Problema 4.1

7~

La contribucién predominante al ferromagnetismo del sulfato de cobre se asocia a los iones
Cu?*, con una configuracion “bloqueado” [LSJ] = [% 0 %] y g7 = 2. Demostrar que la
imanacién de un conjunto de n iones Cu?t por unidad de volumen en el seno de un campo

magnético B estd dada por:
uBB
M = tanh [ =——
nup tan ( k:BT)

Un momento angular (tipicamente, el espin) esta “bloqueado” si el factor giromagnético que se
observa no es el esperado teéricamente. Por ejemplo, en nuestro caso, J = L = % corresponde
teéricamente a g; = 1, pero el factor giromagnético observado es g; = 2.

La imanacion asociada al conjunto de n iones Cu®* por unidad de volumen en el seno de un
campo magnético B es

M =ngyupJB;(B), (1)

donde g es el factor giromagnético y

2J+1 2J +1 1 B
B = th — — coth —
IB) = =gy coth == = gy cothg g
con 3 = %%TJB, es la funcion de Brillouin de orden J. En nuestro caso, para J = %, es
3= upB
kT
y
Bl/?(ﬁ) = 2coth 26 — COthﬂ
Pero

2 (e2h 4 =28 e +e P
2coth 23 — coth f = (625 — 25 ) T o

2P e ) — (eF + 6*5)2 e e 2)
B e2P — =28 e e
(ef — 6—6)2 B _ B

(eB+eB)(ef —eB) ef+eh anh §

Finalmente, sustituyendo en la imanacion (1) queda:

B
n B2

M = Bt
nupB tan ipT

como queriamos demostrar.
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Problema 4.2

7

El hamiltoniano de espin para la molécula de Hs es

b
Hs =a+ﬁ81-82,
donde s; denota el operador de espin del electrén i-ésimo. Demostrar que este hamiltoniano

se escribe, de forma equivalente, como

%S:2EO+Q.7+(1_S(S'24r1)>j’

donde S = 0 (1) para el estado singlete (triplete), Sg, @ e I son las integrales de solapa-
miento, de Coulomb y de intercambio, respectivamente, Ey es la energia de un dtomo de
hidrégeno aislado y J es la constante de acoplamiento por intercambio

El espin total del conjunto de dos electrones es, por definicién,

S:_)1+§2a

de manera que

=2 ) i) N
S* = 5]+ 55 + 257 - 52,

o bien, teniendo en cuenta que S, 51 y S5 denotan operadores,

3
S(S+ 1)k = 5712 + 23] - 5,

de donde

.5 — L 3\ g2
1'22<S(S+1) 2>h

Sustituyendo (3) en la definicion del hamiltoniano, tenemos entonces

b 3
H5a+2<S(S+1)—2),

donde S = 0 para el estado singlete, y S = 1 para el triplete. Entonces

Q-1 b

=2 — = -
Et 80—’_1—831) CL+4
Q+1 3b

=2 =a— —
& €°+1+S§b “T

(5)

El sistema (5) se puede invertir para expresar a y b en funcion de las energias de los estados
singlete y triplete. El resultado es

a:€t+z

b=—J

que, sustituidas en (4) y simplificando, llevan a

-1 1
’Hs:2E0—}-Q72—I— 1_@ g,
]._Sab

como querfamos demostrar.
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Problema 4.3

Deducir la relacién de dispersiéon para magnones de una red cibica simple formada por
adtomos de espin S.

Supongamos, por simplicidad, que no existe campo magnético aplicado. En tal caso, la rela-
cion de dispersion para ondas de espin es

-

k'?“j

(k) = QSZ J; sen’
J

donde Jj es el parametro de intercambio para la particula j-ésima, 7; es su vector de posicién
y la suma se extiende a todas las particulas. Arbitrariamente hemos hecho ¢y = 0. Para atomos
dispuestos segtin una red ctbica simple, los vectores de posicion son de la forma

Fj = CL(?’L, map)7

donde a es el parametro reticular de la red y n, m y p son ntimeros enteros. Entonces:

nkya + mkya + pk.a
— )

e(k) =28 Z Tnmp sen’ < 5

n7m7p

En la practica, la suma que aparece en (6) se suele simplificar aceptando la aprozimacion de
primeros vecinos. Bajo esta aproximacion, las constantes {J;} solo toman valores significativos
entre primeros vecinos. En nuestro caso, los primeros vecinos de un 4tomo arbitrariamente situado
en el origen son los localizados en

(a,0,0),(—a,0,0),(0,a,0),(0,—a,0),(0,0,a), (0,0, —a),

de modo que (6) se reduce a

que es la relacion de dispersién para magnones en este sélido.

Problema 4.4

Utilizando la teoria de ondas de espin en el limite £k — 0, demostrar que el ntmero de
magnones en una red bidimensional es arbitrariamente grande.

El ntiimero de magnones de una red bidimensional que estan excitados a una temperatura 7T,

que esta dado por
(T) = (e, T)D(e)de = 7(6) (7)
N(1 ; n(e, T)D(e)de Ay (

donde n(e, T') es la distribucion de Planck y D(e) es la densidad de estados para los magnones.
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Por otra parte, la relacién de dispersion para ondas de espin en el limite k— 0 es
.S L,
J

donde la suma se extiende a los primeros vecinos. Las componentes de los vectores k£ permitidos
por las condiciones de contorno son de la forma

2

kizi )
;P

donde L; es la longitud del sélido en la direccién ¢ y p es un niimero entero. En este caso, la
densidad de estados en el espacio reciproco es, como sabemos,

- S
Dob) = 3

En la red bidimensional del problema, que supondremos rectangular en general, los primeros
vecinos de un atomo dado se encuentran en las posiciones

(a> 0)7 (_a7 0)7 (07 b)? (07 _b)a
de modo que
e(k) = g [T1(kza)? + Ti(kea)? + To(kyb)® + To(kyb)?]

donde J; y J2 son las constantes de acoplamiento de los atomos situados en (£a,0) y (0, £b),
respectivamente. Bajo esta aproximacion, la relacion de dispersion es, en definitiva,

e(k) = S (J1ak% + Tob%k2) (8)
Podemos escribir (8) en la forma equivalente

k2 ky
¢/ J1Sa? + €/ J2Sb?

=1,

lo que indica que las lineas isoenergéticas en el espacio (en este caso, bidimensional) reciproco

son elipses de semiejes
1 1/2
oL e
a (715 )

1 e\
b\ RS

T 1
————¢
ab S\/J1J>
Asi pues, la densidad de estados en la escala de energia para magnones en la red bidimensional
es

y areas

A* = ma*b" =

D(e)de = 2 qa* = HdA* -

s 1 A1l 1
= An? H de

SR 0 | e
ab ST o ¢ A1 ab S\/ T T2

El niimero de magnones excitados a la temperatura T es, entonces,

Al 1 o 1

S d
Amab S/ Tz Jo  e/ksT —1 ‘

N(T)
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que, introduciendo el cambio de variable

se escribe también

_ AkgT 1 Sl |
4w oab SV Ta Jo er—1

La integral que aparece en (9) esta tabulada [cf. ec. (77)]:

N(T) dx

/OO L e—rycy—s+141p
0

et —1 1 2 3

de modo que (9) queda:

AkgT 1 <1
N(T)=258B2_ = N2
)= S\/ng;p >

..y

(10)

El resultado (10) indica que el nimero de magnones excitados a una cierta temperatura
es arbitrariamente grande y que, por tanto, la imanacién es arbitrariamente pequena, lo que

demuestra que esta red bidimensional no exhibe ferromagnetismo.
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