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Relacion 2 Dinadmica semiclésica

Problema 2.1

7

La relacién de dispersion en el borde superior de la banda de valencia de un sélido ctbico
cona=4A es
2h?

e(k) = W(cos kya + cos kya + cos k.a)

a) Calcular el tensor masa efectiva para un electron con k = 0.3-10'0(25* + &*) (m™1).

b) Para un electrén cuyo vector de onda es k = 10*°(i* + 0.65*) (m™!), encontrar su
posicién en el espacio reciproco y su velocidad en el espacio real, en funcién del
tiempo, cuando se aplica un campo eléctrico £ = —205 (V-m™—1).

a) Conocida la relacion de dispersion, las componentes del tensor masa efectiva inverso se

calculan como .
- 1 0%e(k)

*\—1 _
()i = 72 akon,

En nuestro caso, las derivadas segundas de la relacién de dispersién son:

O%e(k)  2n?

%2 = cos kya
2¢(k 212
686152) = cos kya
Yy e
2¢(k 252
8;]52) = — = cos k,a
?e(k)  0%e(k)  9%(k) 0
Ok, 0k - OkyOk, OkyOk, N
Entonces:
o9 [cos kra 0 0
Ak—1
m = —— 0 cos kya 0
Me 0 0 cosk,a

Su valor numérico, con k = 0.3 - 100 (2é5 + é3) m™!, es
1 0 0
m* !l =-2196-10 {0 —0.737 0 (kg™1)
0 0 0.362

b) Las ecuaciones semiclésicas para un electréon sometido a un campo eléctrico uniforme son

dk(t)

e/
ddt

= —cE (1)

dr(t)  10e(k)
ddt ~ h 9k
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Relacion 2 Dinadmica semiclésica

De la primera resulta:

esto es, integrando,

cuyo valor numérico es

k(t) = 10", + (0.6 -10'° — 3.0 - 10'%¢)éy (m~1) (3)

La velocidad del electron esta dada por la ecuacion (2). En nuestro caso,

-,

1 0e(k) 2h
T = L = - kz
v I ok mea sen k,a
1 9e(k) 2h
vy = 7 ok, = _mea sen kya
_10e(k)  2h
v, = 7 o, _mea sen k,a,

donde k esta dado por (3). El valor numérico del vector velocidad es, en definitiva,

7 =0.44¢; — 0.58 -sen (2.4 — 1.2 - 107t)éy (-105 m-s~1)

Problema 2.2

~

Una banda de energia para una estructura ctbica simple de arista a esta dada por:
e(k) = —eo(cos kza + cos kya + cos k.a)

Considerar un electrén inicialmente en reposo y un campo eléctrico constante. Encontrar
la trayectoria del electron en el espacio real si el campo eléctrico tiene la direccion [120].
Suponer que el electréon se encuentra inicialmente en reposo

Las ecuaciones semiclésicas para el movimiento de un electrén en el seno de un campo eléctrico
E son (1) y (2). Comencemos con la primera de ellas. Un campo eléctrico en la direccion [120]

tiene la forma:

—

E = (E,,2E,,0)
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Relacion 2 Dinadmica semiclésica

La ecuacion (1) se escribe entonces:

de donde

2
iy (t) = koy — %’Ext (4)

kz (t) — kOZ)

que dan la variacion temporal del vector de onda. Las cantidades ko., koy y ko- son las compo-
nentes del vector de onda en el instante inicial.
Por otra parte, las ecuaciones (2) se escriben

—

~ 10e(k)  eoa _€a e
v (t) = ROk~ h enky(t)a = - sen {(kox ﬁExt> a}

1 de(k) _ €a _€a 2e 5
’Uy(t) = ﬁ 8k;y = ? sen ky(t)(l = ? sen |:(k;0y hEyt> (I:| ( )

1 0e(k
v, (t) = 7 ;l(f ) = % senk,(t)a = % senkg,a

Segin el enunciado, el electréon parte del reposo. Entonces:

ve(t=0) = % sen koza = 0, (6)

de donde
koz =0

y, analogamente,
kOy = ko, = 0,

de forma que las ecuaciones (5) se reducen a:

v (t) = % sen (—%Ext) = —% seneaif%t = Z—j
_ €a 2eal; dy (7)
vy(t) = - sen— t_a
d
v(t) =0= —i

El movimiento del electron esté asi restringido al plano OXY. Las componentes del vector
de posicion del electron en el espacio directo se obtienen integrando las ecuaciones (7):

! E E
x(t) =z — tha/o sen (eah r75’> dt’ = xg + e;gx (COS ¢ hxat — 1>
t

€00 2ea b, , , €0 2eF a
) =yo — — ) dt = t—1 (8)
y(t) = yo — — e < = > Yot 5op | co8

z(t) = 20,
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Relacion 2 Dinadmica semiclésica

donde 7y = (x0, Yo, 20) es la posicion inicial del electron.

La trayectoria del electron se obtiene eliminando la variable ¢ de las ecuaciones (8). La segunda
ecuacion de (8) se puede rescribir como

y(t) —yo = 2«:0Ex [cos2 <el7;';at> — sen? <e€;at> — 1} =

€0 5 [ elza €0 5 (eEza
- —2 t)] =- t
zeEx[ sen < h )] eBy < h )

E, E,
st (<5220 ) = =<2y - ) )
€0

de donde

Por otra parte, de la primera ecuacion de (8) se obtiene

E E
cos <6 xdt) = (2 — x0) + 1,

h €0
esto es,
E E ?
cos? <€ xdt) = [e “(z—x0) +1 (10)
h €0
Finalmente, sumando (10) y (9) obtenemos la ecuacion de la trayectoria del electron:
2
ek ek
[I(9€—$0)+1} ——(W-w)=1,
€0 €0

o bien

2 2
) €0 B €0
[(ac 20) + E] ) = (E)

La trayectoria es parabolica en estas condiciones.

Problema 2.3

- <
La relaciéon de dispersiéon para electrones en el borde superior de la banda de valencia de
un s6lido cibico es:

7 n 2 212 | 1212 | 1.21.2
e(k) = 1031 [k — A(kyk, + kzks + kykz)] ,
expresada en el SI con A = 1076 m?. Si, partiendo de una banda llena, se extrae un
electron del orbital £ = 108(0.17* + 0.25%) (m~1), calcular el tiempo que tardara el hueco
en tener la misma energia que el electrén si se aplica un campo eléctrico de 2 V-m™! de
intensidad en la direccion [100] y no existen colisiones.

Al extraer el electréon de la banda de valencia se genera un hueco en esa banda, cuyo vector
de onda inicial, que llamaremos kj, o, es

kno = —ko (11)
y, debido al campo eléctrico aplicado, el vector de onda del hueco varia en el tiempo segin la
ecuacion B

dkp, =

— =+4ek&

dt
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Relacion 2 Dinadmica semiclésica

que, integrando, lleva a

—

t
kn(t) = ho+e/ E-dl,
) h 0
o bien, teniendo en cuenta (11) y que el campo aplicado es paralelo al eje OX:

o - et - eEbt)\ . ~
kh(t) = —ko+ EE = <—k07$ + h) €1 — k07y62 (12)

Por otra parte, la energia del hueco es

N h2

en(kn) = —e(k) = 1031 [k%z - A(k?c,hkz,h + kﬁ,hkih + kz,hkg,h)] )

y varia en el tiempo puesto que K, esta dado por (12). Entonces:

n? ebt\ > eBt\ >
Eh(t) = 10-31 < k‘O,x ﬁ) + k‘ay A ( k(],:t h) kay —
L E}Ql 1 L ki’h 'ki . ( )
13
H? 2 2 2 1.2 e’ E? 9 o 2koh
T 108! (K + ko — Ako oK ) 1031 (1—Akgy) | "~ B )~

2 12
e“F 2 2 2k0,xh
= 0~ qgoar (L~ Akoy) <’f ~er ')

donde
2

h
€0 = W(kg,m + k(Z),y - Akg,zkg,y)

es la energia inicial del electréon. La energia del hueco es igual a la energia inicial del electrén en
el instante ¢ en el que

en(t) = eo,

donde €, esta dado por (13). El instante £ es, entonces, solucién de

j2_ 2hkoay 2 10%¢g
eE e2E%(1 — Ak§,)

=0,

cuyo valor numérico es
fa~T754-10"%s

Como el periodo de las oscilaciones de Bloch, este tiempo es superior en varios érdenes de mag-
nitud al tiempo promedio entre colisiones en el gas de electrones. Esto quiere decir que el hueco
es dispersado muchisimas veces antes de que pueda adquirir la energia que tenia el electrén que
lo produjo. Estos efectos no se consideran en este problema, naturalmente.

Problema 2.4

Las bandas de valencia y de conducciéon de un sblido vienen dadas por:
- [h2k2A
e(k) == — + A%
m
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donde m* y A son cantidades positivas. Inicialmente, todos los estados de energia positiva
estan vacios, y los de energia negativa llenos. En el instante ¢ = 0, un electrén con vector
de onda k = (ko,0,0) es transferido de la banda de valencia a la de conduccion, a la vez que
se aplica un campo eléctrico E = E.k. Calcular, en funcién del tiempo, las contribuciones
de las dos bandas a la densidad de corriente.

Cuando el electréon del enunciado, de vector de onda EO, es transferido a la banda de con-
duccién, aparece un hueco en la banda de valencia, y las propiedades fisicas de este se expresan
en funcion de las que tenia el electréon cuando estaba en la banda de valencia. Asi, existen dos
contribuciones a la densidad de corriente: la del electréon en la banda de conduccién, je, y la del
hueco en la banda de valencia, jh, dadas, respectivamente, por

7= —neev
ie € _)e (14)
Jh = +npevy

Calculemos la velocidad v,. El electron transferido se encuentra en la banda de conduccion,
que corresponde al signo “+” en la relacion de dispersion. Entonces:

272 -1/2
711(96 ko) _ hA <h K2A +A2> i 15)

Ue =

(
al_g’e m* m*

En (15) hemos utilizado la notacion ke para referirnos al vector de onda del electron que estd
realmente en la banda de conduccion.

Por otra parte, la energia del hueco esté relacionada con la energia del electréon cuando se
encontraba en la banda de valencia. Llamemos €, a esta energia, que es la correspondiente al
signo “—" en la relacion de dispersion, y llamemos ¢, al vector de onda del electron cuando estaba
en la banda de valencia.

Debemos tener en cuenta que este vector ¢, no es el Ee del electrén en la banda de conduccién.
Solo lo es en el instante inicial puesto que, cuando se aplica el campo, el electron en la banda de
conduccion evoluciona de forma distinta que el hueco.

Entonces:

de modo que la velocidad del hueco es

o _ L0enlhn) _ 10e(q) _ hA (h? 2A A2>”2 }

v = = = e =
"Th Oky, h  Oqe m* m* (16)
. ~1/2
A [ RPEEA -
m m

En (16), kp, es el vector de onda del hueco que esta en la banda de valencia.
Como el solido se encuentra sometido a un campo eléctrico, tanto k: €como k:h varian en el
tiempo. La variacién de estos vectores viene dada por la ecuacién semiclasica

dke
dt

h :¢eE,
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Relacion 2 Dinadmica semiclésica

en la que los signos “—” y “+” corresponden al electréon y al hueco, respectivamente. Integrando,
., - eE
ke,h(t) = ke,h(o) + ?ta

donde l;:‘&h(O) es el vector de onda inicial del electrén y del hueco. Aplicando la condicién inicial
resulta = .
ke(0) = ko = koéy

kn(0) = —ko = —koéq,
de forma que los vectores de onda instantaneos del electron y del hueco son, respectivamente,

. E.t
ke:koél—ehz

- E.t
kyp = —koé1 + c hZ €3,

€3

y sus velocidades se obtienen sustituyendo en (15) y (16):

RA [H2A 2242 —1/2 Bt
7, = [ <k§+€ : >+A2] (kzoél—eh é3>
™m

m* * h2
. RA[R2A 2F242 —1/2 ELt
Up = k:g + € 2Z + A2 —k‘oél + € é3
m* | m* h h

En este problema se cumple
Vo = —Up,

aunque este hecho es circunstancial. Se debe a que las bandas de conduccién y de valencia son
simétricas. En general, la velocidad del electron en la banda de conduccién y del hueco en la banda
de valencia no son iguales.

Las contribuciones a la densidad de corriente (14) son, entonces,

- cehA [R2A 2242 17 E.
jez—n ehA [h <k(2]+e ot >+A2 <k0é1—ehtég>,

m* m* h?2

. CehA [R2A 2 242 1712 E.t
jh:—ne <,I€(2]+e = )-I-AQ <k0é1—e ég),

m* | m* h? h

y la densidad de corriente neta es

jneta = ;e + .;h =

2n.ehA [h2A e2E2t? —1/2 . eE,t .
:_m*[m* (’“3+ W )*AQ} ("’Oel_ €3>
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Problema 2.5

7

Considerar un sélido bidimensional de red cuadrada y pardmetro reticular a, en el que la
banda de conduccién esta descrita por:

. h2k2 R%K2
e(k) = —=2+ 2

2mi  2ms’

donde m; y ms son dos constantes positivas. Se aplica un campo magnético constante B
perpendicular al sélido. Escribir las ecuaciones de las trayectorias en el espacio real y en el

reciproco para un electréon de la banda de conduccién cuyo estado inicial es k = (0

a )
2

dri(t)  10e(k)

_ Loelh 17
dt h ok (17)
y —
t -
h(”jii) = —ei(t) x B (18)
En nuestro caso, (17) es
hk,
r = 19
o= (19
hk,
= 20
y= (20
Por otra parte, (18) lleva a
Ak dky~  dk,- Lo s hky~ Ty
— =h—=" —Yj = —eb B=||B|0OZ| =—-eB|—¥i - =2
hdt hdtz—i—hdtj ev(k) x H | O H e (sz ml]),
es decir,
dk, eB
=Pk 21
dt m2 Y ( )
dk, eB
bk el
dt

m1

(22)
Para resolver este conjunto de ecuaciones, derivemos de nuevo con respecto al tiempo la
ecuacion (21). En tal caso, resulta:

d?k B dk B)?
o Bk (B), (23)
dt2 meo de mi1ms
donde hemos tenido en cuenta (22). Analogamente, derivando con respecto al tiempo (22) y
usando (21) se llega a:
d%k,  (eB)?
ky =0 24
dt? + mymsy 7 (24)
Las soluciones generales de (23) y (24) son entonces, respectivamente,

ki (t) = Ay coswet + Ay sen wet

ky(t) = C1 coswct + Ca sen wet, (25)
donde w, = %.
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El hecho de que en (25) aparezcan cuatro constantes de integracion (en lugar de las dos que
cabria esperar, porque la ecuacién semiclasica para k es de primer orden) se debe a que hemos
derivado las ecuaciones (21) y (22) una vez més con respecto al tiempo. De esta forma, hemos
transformado el sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas en un sistema
de dos ecuaciones de segundo orden desacopladas.

Las constantes A1, A2, C1 y Ca que aparecen en (25) no son independientes, puesto que se
deben verificar las ecuaciones (21) y (22). De (21) se obtiene

eB
—Ajw, sen wet + Agw, cos wet = ——— (C cos wet + Cy sen wet),
ma
es decir, teniendo en cuenta que las funciones trigonométricas son ortogonales,

B 1/2
—wcAl = —%202 — 02 = A1 (W)

eB mq 1/2
ine e nea(2)
mo ma

La condicion (22) lleva a las mismas relaciones entre las constantes de integracion. Asi pues,
las componentes del vector de onda son

1/2
k() = Ay cos wet — <ml> C1 sen wgt
mo
o\ /2
ky(t) = C1 cos wet + <2> Aj sen wet,
mi

definidas ahora en términos de solo dos constantes, que se determinan imponiendo la condicion

inicial .
Kt =0) = (0, —)
(t=0) 5
Entonces:
A1 =0
T
Ci = —
1 2(17

de modo que el vector de onda instantaneo es, finalmente,

7 (my\ Y2
k(t) = ~ % <> sen wet (26)
a \'ms
ky(t) = 21 cos wet (27)
a

Para encontrar la ecuaciéon de la trayectoria en el espacio reciproco, escribamos

ky
sen w.t = — /3
s mi
2a \ my
Y k
COos Wet = 73/,
2a
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de manera que:

2
k2 By

BiENEE
2a/ mg 2a

que es la ecuaciéon de la trayectoria del electrén en el espacio reciproco. Esta trayectoria es una

elipse de semiejes /750 y ot
Para calcular la trayectoria en el espacio directo, partamos de las componentes de la velocidad
(19) v (20) que, teniendo en cuenta (26) y (27), son

h
— sen wet

Ve = ~ (mym2)'/? 2a

s
Vy = — = COS Wwet

Estas ecuaciones pueden integrarse para calcular el vector de posicion. Asi:

wh t
x(t) —xg=——F——"—% sen w.t'dt’ =
() =w0= 5ty [ sen
wh 1 [ 1] eB mh 1 [ 1]
e — — [COS W — = Wy = —mmm = — —— |COS W, -
2a(mymsg)t/2 w, c 7 (mymg)l/? 2a eB ¢
y
A t
y(t) —yo = 7T/ cos wet'dt' =
ma 2a Jg
wh 1 ’ wh (mq 12 4 y
= — sen wet = — | — — sen w
2Mmaa wWe ¢ 2a \ ma eB o
donde (xg,yo) es el vector de posicion del electron para t = 0. De aqui,
2
cos wet =1+ W—(;eB(x — )
2a {my 1/2
t=—|— B(y —
sen wet = — <m2> eB(y — yo),

de manera que la ecuacién de la trayectoria en el espacio directo es

2
2a 2 2a [ moy 1/2
1+ —eB(x — — [ — B(y — =1
1 Zene a0 + (28 (22) eBt-m)| =1,

o bien,

)| 2 (LY
2aeB 0 mq Yy=9) =\ 24eB) °

que también es una elipse, como cabia esperar.
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Problema 2.6

7~

Las superficies isoenergéticas de un solido vienen dadas por:

- K2+ K2 k2
a(k):h2<$ L=,

2my 2my

donde m; y m; son constantes positivas. Demostrar que la frecuencia de ciclotréon para un
campo magnético estatico paralelo al eje OX es

eB

We = 7(mtml)1/2

Volvamos a plantear las ecuaciones semiclasicas para electrones sometidos a un campo mag-
nético. Para la relacion de dispersion del problema, la ecuacion (17) lleva a

-,

10e(k) hky,  hky. Rk,
T = €1t —e+ €2
ko ok my my my

F(k) =

Por otra parte, para un campo magnético en la direccion del eje OX, (18) da

dk,

— 2
7~ (28)
dk ehB
h—Y = """, 29
dt my (29)
dk, ehB
h = —k 30
dt mt ) ( )

Si ahora derivamos (29) con respecto al tiempo y usamos (30), resulta

*k,  eBdk,  *B?
A2 omy At oy

_ 2
]{:y = —Ww, ky,

que es la ecuacién de un movimiento arménico simple de frecuencia de ciclotrén

eB

We = ———75
(4 (mlmt)l/27

como querfamos demostrar.

Si hubiéramos derivado con respecto al tiempo la ecuacién (30), habriamos obtenido el mismo
resultado, naturalmente.
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