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Problema 4: 

 En nuestro mundo tridimensional, la densidad de estados de frecuencia 𝝎 de la 

radiación contenida en una cavidad es 𝓝 𝝎 ∝ 𝑽𝝎𝜸, siendo 𝜸 = 𝟐, y la energía por unidad 

de volumen de la radiación es proporcional a 𝑻𝜶, siendo 𝜶 = 𝟒. Obtén los valores de 𝜸 y 𝜶 

en un universo de 𝒅 dimensiones. 

 

 Cálculo de la densidad de estados de frecuencia 𝜔,  𝒩 𝜔 𝑑𝜔: 

 La discretización del número de ondas para cada componente es 

𝑘𝑖 = 𝑛𝑖

𝜋

𝐿
 𝑐𝑜𝑛 𝑛𝑖 = 1,2,3… 

donde 𝐿 es la arista del recinto. 

Por lo que: 

𝑘𝑖~𝑛𝑖  

De tal forma que el módulo del vector de onda es 𝑘~𝑛. 

Por el teorema de Pitágoras: 

𝑛2 = 𝑛1
2 + 𝑛2

2 + 𝑛3
2 + ⋯ + 𝑛𝑑

2  

Así, tenemos que: 

𝑘2 = 𝑘1
2 + ⋯ + 𝑘𝑑

2 ∝ 𝑛1
2 + ⋯ + 𝑛𝑑

2 = 𝑛2 

 

 Si admitimos que la longitud de onda de las ondas electromagnéticas es mucho menor 

que la dimensión lineal más pequeña del recinto, podremos despreciar los efectos de las 

paredes de la cavidad y escoger las condiciones en los límites más convenientes para nuestros 

cálculos. Vamos entonces a tomar condiciones periódicas en los límites  y considerar  que el 

campo eléctrico es nulo en las paredes. 

Ahora bien, en tres dimensiones obteníamos que el número de ondas planas con 

vector de onda cuyo módulo está comprendido entre 𝑘 y 𝑘 + 𝑑𝑘 venía dado por: 

𝒩 𝑘 𝑑𝑘 =
𝑉

𝜋2 𝑘2𝑑𝑘 

Donde se está considerando la región definida por 𝑛𝑖  que corresponde al número de 

estados con la misma energía en el espesor comprendido entre 𝑛 y 𝑛 + 𝑑𝑛, en este caso una 

corteza esférica.  
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Análogamente, para 2 dimensiones teníamos que el número de ondas planas con vector de 

onda cuyo módulo está comprendido entre y 𝑘 + 𝑑𝑘 era: 

𝒩 𝑘 𝑑𝑘 ∝ 𝑘 𝑑𝑘 

Donde la región definida por 𝑛𝑖  es un círculo. 

De forma genérica, en 𝑑 dimensiones: 

𝒩 𝑘 𝑑𝑘 ∝ 𝑘𝑑−1𝑑𝑘 

Por lo que: 

 𝒩 𝑘 𝑑𝑘 ∝ 𝑘𝑑−1𝑑𝑘
𝒩 𝑘 𝑑𝑘 = 𝒩 𝑛 𝑑𝑛

  ⇒ 𝒩 𝑛 𝑑𝑛 ∝ 𝑛𝑑−1𝑑𝑛  

Teniendo en cuenta la relación entre 𝑘 y 𝜔: 

𝑘 =
𝜔

𝑐
 

𝜔 =
𝑐𝜋

𝐿
𝑛 ⇒ 𝑑𝜔 =

𝑐𝜋

𝐿
𝑑𝑛 

De esta forma, como sabemos que: 

𝒩 𝜔 𝑑𝜔 = 𝒩 𝑛 𝑑𝑛 

Podemos sustituir ahí el resultado anterior: 

𝒩 𝜔 
𝑐𝜋

𝐿
𝑑𝑛 ∝  𝑛𝑑−1𝑑𝑛 

Despejando 𝒩 𝜔 : 

𝒩 𝜔 ∝  𝑛𝑑−1
𝐿

𝑐𝜋
  

Y teniendo en cuenta que 𝑛 =
𝐿

𝑐𝜋
𝜔: 

𝓝 𝝎 ∝   
𝑳

𝒄𝝅
 
𝒅

𝝎𝒅−𝟏  

De este modo, 𝒩 𝜔 ∝  𝐿𝑑𝜔𝑑−1  con 𝜸 = 𝒅 − 𝟏 . 

Podemos comprobar que, efectivamente, para 3 dimensiones 𝒩 𝜔 ∝ 𝑉𝜔2. 
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 Cálculo de la energía por unidad de volumen: 

Como lo que nos piden en el ejercicio son relaciones de proporcionalidad,  vamos a 

englobar en un mismo término lo que permanece constante: 

𝐴 =  
1

𝑐𝜋
 
𝑑

  

 

La energía por unidad de volumen que hay en forma de radiación electromagnética entre 

𝜔 y 𝜔 + 𝑑𝜔 será: 

 𝐸 

𝑉
=  𝑑𝜔

∞

0

 𝜌(𝜔) 

Donde 𝜌 𝜔 =
ℏ𝜔 𝑓(𝜔)

𝐿𝑑 , 

Siendo 𝑓(𝜔)𝑑𝜔 el número medio de fotones en el intervalo de frecuencias considerado: 

𝑓 𝜔 𝑑𝜔 = 𝒩 𝜔 𝑑𝜔  𝑛(𝜔)  

Así, como lo que consideramos son fotones (𝜇 = 0): 

 𝑛(𝜔) =
1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
⇒ 𝑓 𝜔 = 𝐴𝐿𝑑  𝜔𝑑−1

1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
 

 

Por tanto, volviendo atrás: 

𝜌 𝜔 = ℏ𝜔 𝐴 𝜔𝑑−1
1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
  

Si llamamos 𝐴’ a la nueva constante obtenida:  

𝐴’ = ℏ 𝐴 

𝜌 𝜔 = 𝐴′ 𝜔𝑑
1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
 

 Sustituimos en la ecuación para obtener la energía: 

 𝐸 

𝑉
=  𝑑𝜔

∞

0

 𝜌 𝜔 = 𝐴′ 𝑑𝜔
∞

0

 𝜔𝑑
1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
 

Para resolver la integral y adimensionalizar, hacemos el cambio de variable:  

𝛽ℏ𝜔 = 𝑥 ⟶ 𝜔 =
𝑥

𝛽ℏ
⇒ 𝑑𝜔 =

1

𝛽ℏ
𝑑𝑥 
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 𝐸 

𝑉
= 𝐴′  

1

𝛽ℏ
 
𝑑+1

 𝑑𝑥
∞

0

 𝑥𝑑
1

𝑒𝑥 − 1
 

Teniendo en cuenta que la integral es del tipo: 

 𝑑𝑥
∞

0

 𝑥𝑠−1
1

𝑒𝑥 − 1
= Γ 𝑠 𝜁(𝑠) 

Obtenemos: 

 𝐸 

𝑉
= 𝐴′  

1

𝛽ℏ
 
𝑑+1

Γ 𝑑 + 1 𝜁(𝑑 + 1) =  𝑘𝐵𝑇 
𝑑+1

1

ℏ𝑑+1 𝐴′Γ 𝑑 + 1 𝜁(𝑑 + 1) 

 𝑬 

𝑽
∝ 𝑻𝒅+𝟏 ⇒ 𝜶 = 𝒅 + 𝟏  

Donde 𝑉 = 𝐿𝑑 . 

Para 3 dimensiones vemos que 
 𝐸 

𝑉
∝ 𝑇4, como nos decía el enunciado. 

Aquí terminaría el ejercicio, pero podemos aprovechar para calcular el número medio de 

fotones por unidad de volumen 
 𝑁 

𝑉
 y  la energía media por fotón, 

 𝐸 

 𝑁 
.  

 

  𝑁  lo podemos obtener a partir de la expresión ya conocida del número medio de 

fotones en el intervalo de frecuencias dado 𝑓 𝜔 𝑑𝜔: 

 𝑁 =  𝑑𝜔
∞

0

 𝑓 𝜔  

Donde 𝑓 𝜔 = 𝐴 𝐿𝑑𝜔𝑑−1 1

𝑒𝛽ℏ𝜔−1
 

 

 𝑁 

𝐿𝑑
=  𝐴  𝑑𝜔

∞

0

 𝜔𝑑−1
1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
 

Haciendo el mismo cambio de variables que en el caso anterior: 𝛽ℏ𝜔 = 𝑥 

 𝑁 

𝐿𝑑
=  𝐴  

1

𝛽ℏ
 
𝑑

 𝑑𝑥
∞

0

 𝑥𝑑−1
1

𝑒𝑥 − 1
 

De nuevo, como tenemos el mismo tipo de integral que antes: 

 𝑁 

𝐿𝑑
= 𝐴  

1

𝛽ℏ
 
𝑑

Γ 𝑑 𝜁 𝑑 = 𝐴
1

ℏ𝑑
 𝑘𝐵𝑇 

𝑑Γ 𝑑 𝜁 𝑑  
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Por tanto: 

 𝑵 

𝐿𝑑
∝ 𝑻𝒅  

 

Para la energía media por fotón  
 𝐸 

 𝑁 
: 

 

 𝐸 

 𝑁 
=

𝐴𝐿𝑑ℏ𝑑+1 𝑘𝐵𝑇 
𝑑+1Γ 𝑑 + 1 𝜁(𝑑 + 1)

𝐴𝐿𝑑ℏ𝑑+1 𝑘𝐵𝑇 
𝑑Γ 𝑑 𝜁 𝑑 

 

Simplificando: 

 𝐸 

 𝑁 
= 𝑘𝐵𝑇

Γ 𝑑 + 1 𝜁(𝑑 + 1)

Γ 𝑑 𝜁 𝑑 
 

 

Es decir: 

 𝑬 

 𝑵 
∝ 𝒌𝑩𝑻  


