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Problema 4:

En nuestro mundo tridimensional, la densidad de estados de frecuencia w de la
radiacién contenida en una cavidad es NV (w) < Vw?, siendo y = 2, y la energia por unidad
de volumen de la radiacién es proporcional a T%, siendo a = 4. Obtén los valoresde y y a
en un universo de d dimensiones.

e (Calculo de la densidad de estados de frecuencia w, N (w)dw:

La discretizacién del nimero de ondas para cada componente es
T
k; = niz conn; =1,2,3..

donde L es la arista del recinto.
Por lo que:
ki~n;
De tal forma que el médulo del vector de onda es k~n.
Por el teorema de Pitagoras:
n?=n?+n3+n}+-+nj
Asi, tenemos que:

k? = k% + -+ k% <n?+-+nj =n?

Si admitimos que la longitud de onda de las ondas electromagnéticas es mucho menor
qgue la dimension lineal mas pequefia del recinto, podremos despreciar los efectos de las
paredes de la cavidad y escoger las condiciones en los limites mas convenientes para nuestros
calculos. Vamos entonces a tomar condiciones periddicas en los limites y considerar que el
campo eléctrico es nulo en las paredes.

Ahora bien, en tres dimensiones obteniamos que el numero de ondas planas con
vector de onda cuyo médulo esta comprendido entre k y k + dk venia dado por:

%
N(k)dk = —Zkzdk
T
Donde se estd considerando la regidn definida por n; que corresponde al numero de

estados con la misma energia en el espesor comprendido entre n y n + dn, en este caso una
corteza esférica.
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Andlogamente, para 2 dimensiones teniamos que el nimero de ondas planas con vector de
onda cuyo modulo estd comprendido entrey k + dk era:

N(k)dk <k dk
Donde la regiéon definida por n; es un circulo.
De forma genérica, en d dimensiones:
N(k)dk < k% 1dk
Por lo que:

N (k)dk o k4=1dk

N(k)dk = N(n)dn} = N (n)dn & n~tdn

Teniendo en cuenta la relacién entre k y w:

alge

T cTT
w=—n>dw=—dn

De esta forma, como sabemos que:
N(w)dw = N (n)dn
Podemos sustituir ahi el resultado anterior:
cT
N(w)fdn « n?ldn

Despejando V' (w):

L
N(w) < nd—1—
cm

. L
Y teniendo en cuenta que n = —w:

N(w) x (é)d w1

De este modo, V' (w) « L¢w?™! con .

Podemos comprobar que, efectivamente, para 3 dimensiones N (w) % Vw?.
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e (Calculo de la energia por unidad de volumen:

Como lo que nos piden en el ejercicio son relaciones de proporcionalidad, vamos a
englobar en un mismo término lo que permanece constante:

1= ()

La energia por unidad de volumen que hay en forma de radiacién electromagnética entre
wyw+ dw sera:

E (o)
%=f0 dw p(w)

ho f(w)
Ld

Donde p(w) =

Siendo f(w)dw el numero medio de fotones en el intervalo de frecuencias considerado:
fw)dw = N (w)dw (n(w))

Asi, como lo que consideramos son fotones (1 = 0):

1 1
_ — d , d-1
(n(w)) - eﬁh“’ _ 1 = f((l)) - AL w eﬁh“’ _ 1

Por tanto, volviendo atras:

p(w) = hw A w1

Si llamamos A’ a la nueva constante obtenida:
A=hA
p(w) = A" ;
efho —1

Sustituimos en la ecuacién para obtener la energia:

1

@—fwdw (w)—A'fooda) w? ——

Para resolver la integral y adimensionalizar, hacemos el cambio de variable:

X
Phiw=x—>w=—-—>dw=—-—dx

Bh Bh
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(E) , 1 d+1 oo J 1
7—“(@) f R

Teniendo en cuenta que la integral es del tipo:

f dx x571 pr: =T(s){(s)
Obtenemos:

AT(d+1){(d+1)

E 1 d+1
(E) =A (ﬁ_h) I'(d+1)(d+1) = (kgT)4H!

hd+1

«Titl' s qg=d+1

)
V

Donde V = L%,

(E)

Para 3 dimensiones vemos que 7 T4, como nos decia el enunciado.

Aqui terminaria el ejercicio, pero podemos aprovechar para calcular el nUmero medio de
(E)

fotones por unidad de volumen uy la energia media por fotdn, oy

(N) lo podemos obtener a partir de la expresién ya conocida del nimero medio de
fotones en el intervalo de frecuencias dado f(w)dw:

<m=fdwﬂm
0

1

— A 7d,d-1
Donde f(w) = AL 0" —o—

(N> f dw w? —_1

Haciendo el mismo cambio de variables que en el caso anterior: fAhw = x

d oo

(Lﬂ‘ 4 (ﬁlh) fo dx x4 exl— 1

De nuevo, como tenemos el mismo tipo de integral que antes:

(N)

— 4 (=) T@d) = A— (kT T (d
= (M)<)«)— — (ks T (@)
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Por tanto:

Para la energia media por fotén %:

(E) ALTR™*1(kpT)?*'T(d + 1){(d + 1)
(Ny AL (kg T)T(d){(d)

Simplificando:

E)_ L@+ DIE+D)
(Ny ~ 7P r(d)¢(d)

Es decir:

(E)

) < kgT




