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Ejercicio 1

Imaginemos un gas cuantico ideal de particulas idénticas y supongamos que el nimero maximo
de particulas

que pueden estar en el mismo estado cuantico de particula es m. (En el mundo real, sélo son
posibles los valores

m=10 m= ).

(a) Obtén la expresion que da la gran funcion de particion en funcién de la temperatura y

el potencial quimico.

(b) Obtén los niimeros medios de ocupacién de cada nivel energético.

(c) Toma el limite clasico en las expresiones anteriores. ;A qué condiciones fisicas correponde
dicho limite?

(d) Muestra que en los limites m = 1 y m = o el resultado de (b) se reduce a las distribuciones de
Fermi-Dirac y Bose-Einstein, respectivamente.

a) Conocemos la siguiente expresion,

InQ = Zln{ie‘”(“ﬁ‘*)}

r
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Para tener una expresién que nos relacione Q con oy B (siendo f = _T y a =—[u) tenemos que

K

m
hallar el valor de la serie geométrica Z e_n(wﬁg') . Para ello utilizaremos la siguiente expresién:

n=0
. B oo
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Esto nos da el valor de una serie geométrica de m términos, como se demuestra en el Anexo . Por

e’(a’*ﬂgr

simplicidad, utilizaremos I = ), y sustituiremos al final:

n max - a(l— rn max+1) B 1_ rnma><+1 1_ e—(m+1)(a+/i’s,)
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n=0

Hallamos pues que

(1 _ e—(m+l)(a+ﬂ;;r)\

InQ =ZInL e )

que nos da la gran funcién de particién en funcién de o y . También podemos expresarla como


Andrés Santos
Resaltado

Andrés Santos
Nota adhesiva
Aquí a_1=1


(1 _ e—(m-*—l)(oz+ﬂgr )\
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b) Para obtener los nimeros medios de ocupacion de los distintos niveles energéticos podemos utilizar
la expresion, vista en teoria:

_idMQ
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En nuestro caso, haciendo la derivada y simplificando la expresién obtenida:

(1_ e—(m+l)(a+ﬁg,)\\
din
1dinQ 1 1 @m ) 1 1+m

(n)=
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<nr>:

Para cada &, obtenemos el valor medio de ocupacién de un nivel energético.

¢) Se nos pide ahora tomar el limite clasico en la expresion del valor medio de ocupaciéon de los niveles
energéticos.

3 1 1+m
<nf> o ea+ﬁer -1 - e(a+,6’gr)(1+m) 1

El limite clasico se obtiene haciendo dos consideraciones:

-Para densidades bajas (nimero de estados de particula por unidad de volumen mucho mayor
que el de particulas por unidad de volumen), manteniendo la temperatura constante.

Consideraremos que

1 1+m =
SO, ER LA

r

Luego:

1 1+m
<nr>_

- ea+/5’s, -1 - e(a+ﬂsr)(1+m) 1 <<1

Ya que el nimero de términos que hay que sumar es mucho mayor que el valor medio de N.

Luego:

e*te 55 1



Ya que es el término que domina en ambas fracciones. Si despreciam unidad frente a la
exponencial, y tenemos en cuenta, dado que el exponente 1+m hara que la ex ncial aumente mucho
mas rapidamente que el denominador. Si ademads consideramos el limite de densidades bajas,

1+m 1
e(a+ﬁgr)(l+m) << pa+ Per

Llegamos a una expresion que no depende de m:

1
<”r>=ea+—ﬁgr

-Para temperaturas altas, manteniendo constante la densidad del gas.

Al aumentar T disminuye B, luego es posible aumentar ¢, sin que fg, >>1. Razonamos como

antes y llegamos otra veza "% >>1.

En ambas ocasiones hemos llegado a una expresién que no depende de m. Si despreciamos la
unidad frente a la exponencial, y tenemos en cuenta, dado que el exponente 1+m hara que la
exponencial aumente mucho mas rapidamente que el denominador, que:

1+m 1
e(a+ﬁgr)(l+m) << pa+ fer

Podemos concluir que:

1
<nf> = ea+ﬁgr

Esta es la distribucion de Maxwell-Boltzmann, que coincide en el limite clasico, cuyas
condiciones ya se han mencionado, para Bose-Einstein y Fermi-Dirac.

d) Repetimos el resultado del apartado b para los limites m=1 y m=o0 y comprobamos que los
resultados obtenidos corresponden a las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein, respectivamente.

m=1
. . 1dInQ . 1 1+m 1 2
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Esto coincide con el nimero medio de ocupacién para la estadistica de Fermi-Dirac, asf que vemos que
el resultado que obtuvimos en el apartado b parece correcto.
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La expresión de abajo es simplemente una consecuencia matemática del hecho de que la exponencial en el primer denominador es mucho mayor que la del segundo denominador
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——————— para evitar la indeterminacion:
e(oz+ﬂgr Ym) 1 p

Aplicamos L’Hopital en

d(l+m)
dm _ 1
d(e(a+/i's, Yim) 1) ((l + :Bgr )e(1+m)(a+ﬂs,)
dm

Para poder tomar el limite y que la suma converja, tiene que darse que fs, + o > 0.

Esto se cumple si ,6’(8Ir — 1) > 0. Que tiene que ser cierto, pues de lo contrario el nimero de bosones
no estaria acotado. Luego no hay ningtin problema en tomar el limite:

ey g 1 1 1
m'ﬂl<nf> - mII)rJO ea+ﬂs, _l_ (a+ﬁgr)e(1+m)(a+ﬂgr) - ea+ﬂg, -1

Ese resultado coincide con el previsto para la estadistica de Bose-Einstein.



Anexo I
Demostraremos aqui el valor de la suma de una serie geométrica:

Una serie geométrica es aquella en la que cada término es igual al anterior multiplicado por una razén
r:

n

S=a+ar+ar’+ar*+..+ar"t+ar

S es el valor de la suma de la serie geométrica. Podemos escribir:
S=a +a,+..+a, ,+a,
Si ahora multiplicamos la serie entera por la razoén:
rS= g +ra,+..+ra, _,+ra, =a,+a;+...+a,+a,,

Haciendo S-rS:

a8, —ra,

S-rS=a,-a,,=a-ra, >@0-r)S=a-ra, >S= 1t

Y esta dltima expresion es la que hemos utilizado en el apartado a del problema.



