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EJERCICIO 3 

Calcular la macrofunción de partición Q(α,β) de un gas de N partículas no relativistas 

bidimensionales confinadas en una superficie S. 

a) Obtener la relación entre <N> y α, S y β. 

b) Calcular la energía media y la presión como función de <N>, S y α. 

 

Sea la macrofunción de partición: 

 

𝑄 𝛼, 𝛽 =   𝑧𝑁  𝑍𝑁

𝑁

 

Donde z representa la fugacidad. 

𝑧 =  𝑒−𝛼  

Sabiendo que Z es: 

𝑍 =  
1

ℎ0
𝑓
𝑁! 

 𝑑𝑞 𝑑𝑝 𝑒−𝛽𝐻𝑁  

Por lo que la macrofunción nos queda: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =   𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
1

ℎ0
𝑓𝑁! 

 𝑑𝑞 𝑑𝑝 𝑒−𝛽𝐻𝑁  

Particularizamos para nuestro sistema de N partículas ultrarrelativistas bidimensionales: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =    𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
1

ℎ0
2𝑁𝑁! 

 𝑑2𝑟1 …𝑑2𝑟𝑁  𝑑2𝑝1 …𝑑2𝑝𝑁  𝑒−𝛽  
𝑝 𝑖

2

2𝑚
𝑁
𝑖=1  

Integrando las componentes de  𝑑2𝑟𝑖 , obtenemos la superficie: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =    𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
𝑆𝑁

ℎ0
2𝑁𝑁! 

 𝑑2𝑝1 …𝑑2𝑝𝑁  𝑒−𝛽  
𝑝 𝑖

2

2𝑚
𝑁
𝑖=1  

 

Separamos las integrales sobre 𝑑2𝑝𝑖: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =    𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
𝑆𝑁

ℎ0
2𝑁𝑁! 

    𝑑2𝑝1𝑒−𝛽
𝑝 1

2

2𝑚 …  𝑑2𝑝𝑁𝑒−𝛽
𝑝 𝑁

2

2𝑚   



Al ser las variables mudas, las integrales anteriores son en realidad la misma integral. Bastará 

con calcular una y elevarlo a N: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =   𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
𝑆𝑁

ℎ0
2𝑁𝑁! 

   𝑑2𝑝 𝑒−𝛽  
𝑝 2

2𝑚 

𝑁

  

Calculemos dicha integral, sabiendo que podemos separar  𝑑2𝑝 = 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦 : 

  𝑑2𝑝 𝑒−𝛽  
𝑝 2

2𝑚 =      𝑑𝑝𝑥  𝑒−𝛽
𝑝𝑥

2

2𝑚
    𝑑𝑝𝑦  𝑒−𝛽

𝑝𝑦
2

2𝑚
  

Análogamente, tenemos la misma integral dos veces, calcularemos una y la elevaremos al 

cuadrado: 

   𝑑𝑝𝑥  𝑒−𝛽
𝑝𝑥

2

2𝑚
 

2

 

Esta integral es del tipo: 

 𝑑𝑥 𝑒−𝑎𝑥 2
=  

𝜋

𝑎

+∞

−∞

 

Siendo en nuestro caso: 

𝑎 =  
𝛽

2𝑚
 

De modo que la integral nos queda: 

   𝑑𝑝𝑥  𝑒−𝛽
𝑝𝑥

2

2𝑚
 

2

=  
2𝜋𝑚

𝛽
 

Sustituyendo obtenemos: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =   𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
𝑆𝑁

ℎ0
2𝑁𝑁! 

 
2𝜋𝑚

𝛽
 

𝑁

 

Sabiendo que la función de una partícula es: 

𝜉 =   
𝑆

 ℎ0  
2  

2𝜋𝑚

𝛽
 

De forma que podemos escribir la macrofunción de partición: 

𝑄 𝛼, 𝛽 =   𝑒−𝛼𝑁

𝑁

 
1

 𝑁! 
  𝜉𝑁  =  exp(𝜉 𝑒−𝛼) 

 

 



Aplicando el logaritmo en ambos miembros, llegamos a: 

log 𝑄 =   𝜉 𝑒−𝛼  

 

a) A partir de la macrofunción de partición, calculamos el valor de <N> como: 

< 𝑁 > =  −   
𝜕

𝜕𝛼
log 𝑄 

𝛽
 

< 𝑁 > =  −   
𝜕

𝜕𝛼
 𝜉 𝑒−𝛼  

𝛽
=  𝜉 𝑒−𝛼   

Entonces, podemos expresar <N>: 

< 𝑁 > = log 𝑄 

y en función de α, S y β : 

  

< 𝑁 > =  
 2𝜋𝑚 

𝛽
 

𝑆

 ℎ0
2 

𝑒−𝛼  

b) Para la energía media: 

< 𝐻 > =   −   
𝜕

𝜕𝛽
log 𝑄 

𝛼

 

< 𝐻 > =  −  𝜕

𝜕𝛽
 

 2𝜋𝑚 

𝛽
 

𝑆

 ℎ0
2 

 𝑒−𝛼  
𝛼

=   
 2𝜋𝑚 

𝛽2
 

𝑆

 ℎ0
2 

 𝑒−𝛼  

Luego: 

< 𝐻 > = < 𝑁 > 𝑘𝐵  𝑇 

 

Para el cálculo de la presión, utilizamos la relación: 

𝛽 𝑃 𝑆 =  log 𝑄 

De modo que: 

𝑃 𝑆 =  
< 𝑁 >

𝛽
 

y por tanto: 

𝑃 𝑆 =  < 𝑁 >  𝑘𝐵  𝑇 


