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1. Sea el 
onjunto de polinomios U

n

(x) de�nidos por la fun
i�on generatriz

G(x; t) = (1� 2xt + t

2

)

�1

=

1

X

n=0

U

n

(x)t

n

:

(a) Estable
er la rela
i�on de re
urren
ia pura que rela
iona U

n+1

,U

n

y U

n�1

.

(b) Mostrar que U

0

(x) = 1 y, mediante la f�ormula de re
urren
ia, es
ribir los seis primeros

polinomios (n � 5).

(
) Cal
ular U

n

(1), U

n

(�1) y U

n

(0).

2. Demostrar que las derivadas P

0

`

(x) de los polinomios de Legendre forman un 
onjunto 
ompleto

en el intervalo [�1; 1℄. Es
ribir la rela
i�on de ortogonalidad.

3. Utilizando la fun
i�on generatriz de los polinomios de Legendre, demostrar que

1

X

`=0

x

`+1

` + 1

P

`

(x) =

1

2

log

1 + x

1� x

:

4. Hallar la integral

R

1

0

dx P

`

(x), (a) utilizando la fun
i�on generatriz, (b) apli
ando la rela
i�on de

re
urren
ia (que previamente se dedu
ir�a) `P

`

(x) + P

0

`�1

(x) � xP

0

`

(x) = 0; y (
) apli
ando la

rela
i�on de re
urren
ia (que previamente se dedu
ir�a) P

0

`+1

(x)� P

0

`�1

(x) = (2`+ 1)P

`

(x).

5. (a) Hallar la integral

R

1

0

dx xP

`

(x) partiendo de la f�ormula de re
urren
ia pura. (b) Hallar el

desarrollo en serie de polinomios de Legendre de f(x) = jxj.

6. Demostrar las siguientes rela
iones de las fun
iones aso
iadas de Legendre:

(a) P

1

2`

(0) = 0; P

1

2`+1

(0) = (�1)

`+1

(2`+ 2)(2`+ 2)!=2

2`+2

[(`+ 1)!℄

2

;

(b)

R

1

�1

dx

1�x

2

P

m

`

(x)P

n

`

(x) =

(`+m)!

m(`�m)!

Æ

nm

:

7. A partir de la transformada de Fourier de los polinomios de Hermite obtener una representa
i�on

integral de los mismos.

8. (a) Cal
ular la integral

R

1

�1

dx e

�x

2

x

2

H

n

(x)H

m

(x).

(b) A partir del resultado anterior, 
al
ular la suma

P

1

m=0

R

1

�1

dx e

�x

2

x

2

H

1

(x)H

m

(x).

9. En espe
tros
op��a mole
ular suelen apare
er 
on fre
uen
ia integrales de la forma

Z

1

�1

dx e

�x

2

x

r

H

n

(x)H

n+p

(x)


on n, p, r enteros no negativos y p � r. Evaluar di
ha integral.

10. (a) Demuestra que

Z

1

�1

dx e

�x

2

xH

0

n

(x)H

0

m

(x) =

p

�2

n+1

n(n+ 1)!Æ

n;m�1

+

p

�2

n

(n� 1)n!Æ

n;m+1

;

donde H

0

n

(x) = dH

n

(x)=dx.



(b) A partir del resultado anterior, demuestra que

1

X

p=0

Z

1

�1

dx e

�x

2

xH

0

n

(x)H

0

n+p

(x) =

p

�2

n+1

n(n+ 1)! :

11. Evaluar la integral

Z

1

0

dx x

�+1

e

�x

L

�

n

(x)L

�

m

(x) :

12. Hallar la transformada de Lapla
e de los polinomios de Laguerre.

13. La parte radial normalizada de la fun
i�on de onda del �atomo de hidr�ogeno viene dada por

R

n`

(r) =

�

�

3

(n� `� 1)!

2n(n+ `)!

�

1=2

e

��r=2

(�r)

`

L

2`+1

n�`�1

(�r) ;

donde � es una 
onstante. Cal
ular la distan
ia media del ele
tr�on respe
to del n�u
leo: hri =

R

1

0

dr r

3

[R

n`

(�r)℄

2

:

14. Desarrollar en serie de polinomios de Laguerre la fun
i�on f(x) = �(x�a), siendo �(x) la fun
i�on

de Heaviside.

15. Teniendo en 
uenta el desarrollo de Fourier de exp(ix sin'), hallar una representa
i�on integral

de las fun
iones de Bessel de orden entero.

16. Consideremos la representa
i�on en serie de fun
iones de Bessel de la fun
i�on

f(x) =

1

X

m=1




m

J

n

(�

nm

x) ;

donde �

nm

es la raiz m-�esima de J

n

(x).

(a) Probar la rela
i�on de Parseval

Z

1

0

dx x[f(x)℄

2

=

1

2

1

X

m=1




2

m

[J

n+1

(�

nm

)℄

2

:

(b) Es
ogiendo f(x) = x

n

, probar que las rai
es �

nm

veri�
an la rela
i�on

1

X

m=1

1

�

2

nm

=

1

4(n+ 1)

:

17. Cal
ular la transformada de Lapla
e de J

0

(ax), donde �1 < a <1.

18. La fun
i�on beta in
ompleta puede de�nirse por la representa
i�on integral

B

x

(a; b) =

Z

x

0

dt t

a�1

(1� t)

b�1

:

Demostrar que esta fun
i�on es un 
aso parti
ular de la fun
i�on hipergeom�etri
a.

19. Hallar la transformada de Lapla
e de la fun
i�on hipergeom�etri
a 
on
uente.


