PROBLEMAS ADICIONALES DE GRAVITACION y COSMOLOGIA Curso 2015/2016

1. Calcular los tensores de Riemann y de Ricci, y la curvatura escalar, de una métrica plana conforme

Juv = exp[20(2)]n
donde ¢(x) es una funcién arbitraria. ;Cémo se deforman los conos de luz?
2. Demostrar que:

e El conmutador de dos vectores de Killing es un vector de Killing.

e La combinacion lineal de dos vectores de Killing también es un vector de Killing.
Nota. Los vectores de Killing, £, satisfacen que L¢g = 0 lo que se puede escribir como §(,,3) = 0.

3. Una variedad 4-dimensional tiene coordenadas (¢, ) con una métrica
ds* = —(1+2¢)dt* + (1 — 2¢)(dz)?, (1)

donde ¢ < 1 en todos los puntos.

Dado un punto arbitrario de coordenadas (tg, Tp), encontrar una transformacién de coordenadas a un RIL,
en primer orden en ¢. Calcular la aceleraciéon con el que el RIL acelera con respecto a las coordenadas
originales (en primer orden en ¢).

4. Calcular, en primer orden en ¢, el tensor de Riemann de la métrica dada por la Ec. (1).

Demostrar que la ecuacién de la desviacién geodésica se escribe (en el orden més bajo en velocidades y en
¢) como

d2 i .

U

dt2 s .

Interpretar esta ecuacion desde el punto de vista Newtoniano.

5. Demostrar que la contraccién de un vector v con el tensor de proyecciéon P = g+ n ® n, proyecta al vector
v en la 3-superficie ortogonal al vector n (vector de género tiempo unitario).

Si n es un vector unitario de género espacio, demostrar que P = g — n ® n es el correspondiente operador
de proyeccion.

Demostrar que no se puede definir de manera tnica un operador de proyecciéon ortogonal a un vector de
género luz.

6. Demostrar
't =

nv

(logg)7y )

DN | =

9% g0 = —9"", 980,

"

e

_ _Fgagﬁv _ F,léagﬁ# ,
Nota: g = det(g).

7. Sea el siguiente espacio-tiempo en 4+1 dimensiones equipado con la métrica

ds? = AW, pdzdz’ + dv?

donde v es la cuarta dimensién espacial. Encontrar la ecuacién que satisface A(v), si la métrica verifica
las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica (A) y Tpp = 0. Determinese el signo de la constante
cosmoldgica. jQué ocurre si A = 07
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Una particula con masa se mueve en un campo gravitatorio descrito en coordenadas locales (¢, z,y, z) por
la métrica
—ds? = e qt? — da® — dy? — dz°.

Conocemos que dz/dt = dy/dt = dz/dt =0 en t = 0. Calcula dz?/dr? en t = 0.

Sabiendo que nuestro universo se expande a un ritmo dado por la constante de Hubble, Hy, estimar
a que ritmo deberfan crearse espontaneamente atomos de hidrégeno para que la densidad actual py ~
3 x 1073%/cm3. Asumir Hy ~ 70 km/(s Mpc).
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Demostrar las siguientes ecuaciones para dy, (distancia-luminosidad):

Demostrar:

e Si QA =1
z+ 22
dp = .
L o
e Para un universo completamente vacio (€ = 1):
2/2
a, = 2122
Hy
Supdngase la siguiente ecuacién de estado:
p=—p+p’/p,

donde p; es una constante. Astmase k = 0. Calcular p(a), imponiendo a = a; cuando p = oco. Calcular
a(t) y p(t), tomando p = oo cuando t = 0. Calcular la edad del universo y el pardmetro de deceleracién g
para una densidad actual pg.

Consideremos un universo homogéneo e isétropo, con p = 0, y constante cosmolégica. Demostrar que existe
una solucién estatica para la métrica, pero que es inestable.

Demostrar que no existen soluciones a la ecuacién de Einstein para el tensor de energia-momento de un
fluido ideal que sean homogéneas, isétropas y estaticas.

Consideremos la siguiente métrica
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ds®=—(1- . —gAr )dt +1—2]T\4—%Ar2dr + 7r2dQ”.

e Calcular el potencial efectivo para particulas masivas.
e Calcular el tensor de energia-momento para obtener una interepretacién fisica del parametro A.

e Estimar el efecto del término proporcional a A en la dindmica celeste de los cuerpos del sistema solar.
Por ejemplo asumir, A ~ 107°2m~2,



